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предисловие

Вашему вниманию предлагается очередной выпуск «Прак-
тикум абитуриента», содержащий избранные статьи, публико-
вавшиеся ранее под этой рубрикой в журнале «Квант». Статьи
эти посвящены различным вопросам геометрии (планиметрии и
стереометрии). Авторы их -- известные математики, учителя и
преподаватели вузов, методисты, имеющие большой опыт рабо-
ты со школьниками.

Геометрические задачи, как известно, представляют наи-
большие трудности для абгпуриентов и участников олимпиад
разных уровней. В то же время книг, обучающих основным
методам решения таких задач, существует мало. Поэтому. как
нам кажется, предлагаемая книга в какой-то мере восполняет
имеющийся пробел. Мы надеемся, что она будет полезна не
только абитуриентам, но и руководителям кружков, учителям,
ведущим факультативные занятия, а также всем любителям
порешать на досуге математические задачи.



«КЛЮЧ» К РЕШЕНИЮ - ПОДОБІ-ІЬІЕ ТРЕУГОЛЬІ-ІИКИ

С. Белый

Любая задача (не только математическая!) кажется нам более
или менее трудной лишь до тех пор, пока не удается найти
включъ к решению. При решении геометрических задач таким
«ключом» часто являются подобные треугольиики. В одних
задачах подобные треугольиики заданы в условии, в других они
«замаскированьн и поэтому сразу не бросаются в глаза; встреча-
ются и такие задачи, в которых подобных треугольников вообще
нет, чтобы их получить, нужно сделать некоторые дополнитель-
ные построения.

Научиться свидеты подобные треугольиики очень полезно -
обычно они облегчают решение задачи.

Прежде чем читать решения рассматриваемых ниже задач,
постарайтесь каждую из них решить самостоятельно.

Задача 1. Внутри треугольника АВС взята произвольная
точка О и через нее проведены три прямые, параллельные
сторонам треугольника. Эти прямые делят треугольник АВС
на шесть частей, три из которых являются треугольника-
ми. Радиусы окружностей, вписанных в эти треугольиики,
равны тд, тд, гд; радиус ок-
ружности, вписанной в треу- В
гольник АВС, равен т. Дока-
жите, что

= 7 + 72 +Ґ 1 Т3. ,А А

Решение. Сразу видно, что Р Н
построенные треугольиики по- А
добны треугольнику АВС (см.
рис. 1), поэтому

П РО Г2 ЕП Ка ОН А Е О С
?_дАЁ`.'тг=АЁ'г=АС' Рид,
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Сложив эти равенства почленно, получим
П ?*"'2і"Тз_ _ РО+5В+ОН, _ АЕдІ_- Е0+ІЭС =1

г АС АС '

ОТКУДЗ Ґ1 + Г2 + Ґ3 = Ґ.

Задача 2. Докажите, что высоты остроугольного треуголь-
ника являются биссектрисами треугольника, образованного
отрезками, соединяющами основания высот.

Решение. Из подобия треугольников АВ'В и АС'С (рис. 2)
следует, что Ёёт = поэтому и треугольиики АС'В' и АВС
подобны, так как угол А у них общий, а стороны, заключающие
этот угол, пропорциональны. Аналогично можно доказать, что
подобны треугольиики СА'В' и АВС, ВА'С'и АВС. Следова-
тельно, 4АВ'С' = 4СВ'А' =4АВС, откуда АС'В'В = 4А'В'В.
Аналогично доказывается, =п'о А'А и С'С являются биссектри-
сами треугольника А'В'С'.

В А! В

С, фВА
А В* С А С

РИс.2 Рме.з

Задача 3. Окружность с радиусом В проходит через вершину
В равнобедренного треугольника АВС, касается основания АС
в точке А и пересекает боковую сторону ВС в точке О.
Найдите длину боковой стороны АВ, если %% = 1:.

Решение. Пусть АВ = х. Заметим, что треугольиики АВС и
ЕОВ подобны (рис. З). Действительно, оба они равнобедренные,
а углы при основаниях измеряются половиной одной и той же
дуги ВВА. Поэтому -Ё = Учитывая, что ВЕ2 = 4122 - 12
по теореме Пифагора из прямоугольного треугольника АВЕ,
СА* = СВ-СВ по теореме о касательной и секущей и х = ВС=
= ВВ + СО = (Іг + 1) СЭ, получаем уравнение

-3--хі=щц
Нд* 4122-1:2 '
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из которого находим

_ Ш:-143:с-В їЁ+1 .

Прямоугольные треугольиики подобны, если острый угол
одного из них равен острому углу другого. Это часто использу-
ется при решении задач.

Задача 4. Срединный перпендикуляр к гипотенузе АВ прямо-
угольного треугольника АВС пересекает катет АС в точке М,
а продолжение катета ВС - в точке М. Определите АВ, если
МР = а, ММ = Ь (Р - середина АВ).

Решение. Пусть АВ = 2х. Легко видеть, что треугольиики АМР
и ЫВР подобны (рис. 4), поэтому -Ё = Ё , откудах = ,/а(а+ Ь) ,
АВ = 2.,)а(а+Ь).

М

4 В ,
С Ь ..ІЪ_
,Ь А І” СЁ

в 1- Р _: А 01
Рис.4 Рис.5

Р

Задача 5. Найдите площадь ромба АВСВ, если радиусы
окружностей, описанных около треугольников АВС и АБВ,
равны соответственно К и г.

Решение. Прежде всего заметим, что центрами окружностей
будут точки О, и О; пересечения срединного перпендикуляра к
стороне АВ с диагоналями ромба (рис. 5). Теперь нетрудно
видеть, что треугольиики АО2Е, ОІВЕ и АВО (или СВО)
подобны. Пусть АО = х, ВО = у и АВ = 2, тогда

і = 5 і._ = 2
21 2 ' 2К 2 '

Выразив из этих равенств х и у и воспользовавшись теоремой
Пифагора, найдем

2: = А_1:ЩЁ_
тд + К:
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и площадь ромба
_ _ і1_ _ 8г3К35"2“у' мг ' (,,2+д2)2'

Задача 6. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС)
на высоте ВВ как на диаметре построена окружность. Через
точки А и С к окружности проведены касательные АМ и СМ,
продолжения которых пересекаются в точке О. Определите
отношение %, если % = Іг и высота ВВ меньше
основания АС.

Решение. По условию задачи ВО < АС, т.е. диаметр окружнос-
ти меньше основания треугольника, поэтому точка О лежит на
продолжении ВВ (почему?) за точку В (рис. 6). Пусть ВО =
= 2х, АС = 2у. Тогда

2ае=_.Ш>*±/102 _.1(Ь'1> ,, =1. 12,,
АС 2АО 2 АВ2 2 у '

Далее, треугольиики О.ОМ и АОО подобны, поэтому -(Т-4% =
001=-бЕ',Т.Є. 2

х = \/1*+41г*у* х = ь Ё =1/5ь+13 у+2ьу °°““Уд*' 3 ь+1*Ас Ё ь+1'

, Р Е В

Рис. 6 Рис. 7
37

Задача 7. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС)
высота АР пересекает высоту ВО в точке О, причем %% = п.
В каком отношении биссектриса АЕ делит высоту ВВ?

Решение. По свойству биссектрисы ЁЁ = -ЁЁ, а по теореме

Пифагора АВ = \/ВО2+/102 , поэтому - “ВВЁІЬАВ2 =

=,И-%%2Ё+1 (рис. 7; точка О может лежать и между В и О).

В



Теперь заметнм, тго ААВВ = АСВВ = ДРАС, следовательно,

треугольиики АОВ и ВАВ подобны. Поэтому %% = -3% , откуда
ло* = ов-во н

%%=,,%+1-\хВОдЪО0+1=«./п+2.

Равные углы (и подобные треугольиики) нередко появляются
В ЗЗДЗЧЗХ, В КОТОРЬІХ ЄСТЬ ПЗРЗЛЛЄЛЬНЪІЄ ПРЯМЬІЄ. ЕСЛИ ЖЄ ТЗКНХ

прямых нет, то их можно провести.
Задача 8. В трапеции АВС0 (АВ и СВ - основания) АВ =

=а, СВ = Ь (а < Ь). Окружность, проходящая через вершины
А, В и С, касается стороны АВ. Найдите диагональ АС.

Решение. Заметим, что 4АСО= АВАС (как накрест лежа-
щие), ААВС = АСАІЭ (оба они измеряются половиной дуги
АЕС, рис. 8). Следовательно, треугольиики АВС и САО подоб-
ны. Поэтому -3% = Ё.-, откуда АС = \/Ё _

АВ В С
Ё/ `АЁ
Рис.8 Рис.9

Задача 9. В трапеции АВСВ проведены диагонали АС и ВВ,
пересекающиеся в точке Р. Из вершины С проведена прямая
СК, параллельная боковой стороне АВ, которая пересекает
АВ в точке К и ВВ в точке Ь так, что ВР = ВЬ. Найдите
отношение АВ:СО.

Решение. Обозначнм искомое отношение через х. Тогда из
подобия треугольников АРВ и СРО (рис. 9) получим

_×Ё=АР=±`В _ Р1.+1.В_РІ.+ВР
СВ СР ВР ВР ВР '

откуда Ё: = х - 1 . С другой стороны, из подобия треугольников
АБР и СЬР

РІ, РС _ _1_
ВР АР х'
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В - Следовательно, для определе-
1- ния х получаем квадратное урав-

л нение х2 - х - 1 = 0, откуда х =
К= % (поскольку х > 0).

Ё* * -Ё Задача 10. В треугольнике
А І д 1 С АВС через основание В высоты

Р”°- Ю ВВ проведена прямая параллель-
но стороне АВ до пересечения со

стороной ВС в точке К. Найдите отношение ВК:КС, если
площадь треугольника ББК составляет 1 площади треуголь-16
ника АВС.

Решетше. Обозначнм искомое отношение через х. Проведем

ВЬІІВС (рис. 10) и заметим, что х = Ж = -4-2. Далее решаемКС ВС
задачу, пользуясь подобием треугольников АВС, АЬО и ВКС:

.. 5с однои стороны, Ѕмш + ЅШКС = Ѕмдс - 2.Ѕ`ддщ = =ЁЅмдс.
2

а с другой Ѕмш + Ѕшдс = Ѕмдс-Ёїіїї, отсюда получаем
х+

2
уравнение Щ = Ё, или 3х2 -10х+З=0, х, = З, хд = 1.(Н 1) В 3

Подумайте над такими вопросами: какова геометрическая
интерпретация двух полученных ответов и какую роль играет
условие «ВВ - высота»?

Упражнеъшя
І. Через некоторую точку внутри треугольника проведены три прямые,

соответственно параллельные сторонам треугольника. Эти прямые разде-
ляют треугольник на шесть частей, из которых три - треугольиики с
площадями 5,, Ѕ2, 53. Найдите площадь данного треугольника.

2. В треугольник АВС вписана окружность радиусом г. Кэтой окружности
проведены три касательиые, соответственно параллельные сторонам треу-
гольникаАВС. В образовавшиеся при этом три новых треугольника вписаны
окружности радиусамн г,, гд, тд. Докажите, что г = г, + г, + тд.

3. Из произвольной точки В, взятой на основании АВ треугольника АВС,
проведены две прямые, параллельные сторонам ВС и АС, пересекающие их
соответственно в точках Р и К. Найдите сумму длин окружностей, описан-
ных около треугольннков АНК и ОВР, если радиус окружности, описанной
около треугольника АВС, равен 2.

4. В треугольнике АВС сторона АС равна Ь, сторона АВ равна с, а
биссектриса внутреннего угла А пересекается со стороной ВС в точке О
такой, что ВА = ВВ. Найдите длину стороны ВС.



ПРОСТОИ ОТВЕТ В «СЛОЖНОИ» ЗАДАЧЕ

Я. Суконник, П. Горнштейн

В этой статье вновь поднимается вопрос о том, как следует
решать планиметрические задачи - <алгебраически› или же
«чисто геометрическиь? Конечно же, было бы неразумно проти-
вопоставлять эти два метода, главная задача при подготовке к
вступительным экзаменам - научиться их сочетать. Поиски
«чисто геоме1-рического› решения целесообразны далеко не
всегда - только если оно приходит в голову достаточно быстро.
Мы лишь хотим предостеречь будущего абитуриента от голово-
ломных вычислений в сравнительно простой геометрической
задаче, легко решающейся с помощью «чисто геометрической›
ъшеи. Задачи, рассматриваемые в этой заметке, допускают
разные, иногда очень громоздкие решения, хотя ответы всегда
получаются простые. На их примерах можно легко убедиться,
насколько важно уметь <геометрически› мыслить и применять в
общем-то хорошо всем известные теоремы планиметрии. Конеч-
но, чтобы найти простое геометрическое решение, нужно про-
явить изобретательность. Умение «решить задачу красиво» -
это искусство, овладеть которым можно, лишь постоянно разви-
вая свое геометрическое мышление и интуицию. А для этого -
решайте как можно больше задач, и помнггге, =гго поиск решения
- процесс творческий.

Начнем с таких двух задач.
_ Задача 1. В прямоугольном треугольнике один из острых
углов равен св. На отрезках гипотенузы, образуемых основа-
нием опущенной на нее высоты, как на диаметрах, построены
полуокружности, расположенные от гипотенузы по одну сто-
рону с данным треугольником. Найдите отношение длин от-
резков катетов, заключенных внутри этих полуокружнос-
тей.

Первое решение. Пусть САВ - данный треугольник (угол А
- прямой), АВ - его высота, точки Е и Р - точки пересечения
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А полуокружностей с катетами АС
Ь Р и АВ (см. рис. 1). Очевидно, что

д С І)Е1.АС н ВР1.АВ. Поэтому

5 1 _ шт* = Аг-гв,
ап \ 01 Ё
с о 0 В

Рис.1
ов* = ле- вс.

Введем неизвестные: х = ВР =
=АЕ н у = АР = ОБ. Тогда,

обозначив АС = Ь и АВ = с, получим систему:

12 = 1/(С - 31)»
у2 = х(Ь - х),

откуда
__Щ_. _ 520

х_Ь2+с2 ' у_Ь2+с2°
Но 3

РВ=с-у=%-, ЕС=Ь-х=-її-.
Ь2+с2 Ь2+с2

Следовательно,
Щ=Ёвс 1,1*

РВНо Ё-= 1:30., значит, -Её = 123301.
Второе решение. Заметим, что

АВСЕ = ДВАР = АВІЭР = сх.

Поэтому
Ы-3 ВР-1:3а (АР-11301)-ЁЗО ОБ-$320. 3
ес_вс = вс* П "Р 'ЕС " "'3 °"

Мы видим, что для получения ответа вовсе не нужно вводить
никаких неизвестных н составлять алгебраические системы, --
достаточно лишь заметить, \п'о перечисленные три угла равны:

А Задача 2. Дан треугольник
АВС. Проведена окружность,

Г касающаяся стороны ВС в осно-
Е вании проведенной к ней высоты

АВ длиной /1 и проходящая через
середину стороны АС длиной Ь.

С д В Найдите диаметр этой окруж-
Рис.2 ности.
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Первое решение. На рисунке 2 показано одно из возможных
расположений: диаметр ОР окружности меньше высоты, окруж-
ность пересекает сторону АС в двух точках К и Е, из которых
верхняя точка Е является серединой, и не пересекает второй
стороны треугольника.

Обозначнм диаметр искомой окружности через х: ВР = х, а
длину хорды КЕ - через у: КЕ = у. Применяя теоремы о
касательной и секущей, а также о двух секущих, проведенных к
окружности из одной точки (С и А соответственно), получаем

со2=ск~сЕ. Аг-/ш=,=н5-лк.
Отсюда имеем Ь Ь

2 2__ __ь -ь -2(2 у).

на-1) = %(% +у).
2

Решая эту систему относительно х, находим ОР = х =
`Однако это решение нельзя считать исчерпывающим - ведь

остались неразобранными другие возможные положения окруж-
ности (например, когда ВР > АВ, и вторая точка пересечения
находится на продолжении стороны АС). Разбор каждого из
этих случаев приводит к разным системам н, более того, требует
использования разных теорем (в случае ВР > АВ понадобится
теорема о двух пересекающнхся хордах).

Сейчас мы приведем другое, геометрическое решение этой
задачи; убедитесь сами, =гго оно уже не зависит от того, как
окружность пересекает стороны данного треугольника.

Второе решение. Соединим точку Е с точками О и Р. Посколь-
ку ОБ - медиана, проведенная к гипотенузе прямоугольного
треугольника САО, имеем: ВЕ = АЕ = -Ё, и АЕІЭР = АЕАІЭ2
(углы при основании равнобедренного треугольника). Следова-
тельно, прямоугольные треугольиики ВЕР и АВС подобны.
Отсюда

Щ_Щлс ло*
или

_ АЁЁЁ
ВР _ АБ '

т.е.
-2їВР- 2,1.

13



Часто решение геометрических задач алгебраическим мето-
дом приводит к сложным иррациональным уравнениям. Иног-
да благодаря дополнительиым соображениям этого удается из-
бежать. Вот две типичные задачи.

Задача 3. Определите высоту трапеции, если длины ее
оснований равны 6 и 11, длина одной из боковых сторон равна
4, а сумма углов при нижнем основании равна

Первое решеъпте. Проведем в трапеции АВСО высоты ВЕ и СР
(рис. З) и положим ВЕ = СР = х. Будем счгггать, =п'о АВ = 4. Из

прямоугольного треугольникаВ С
АЕВ находим АЕ = т/16-х2.
Поэтому

го=Ао-(Ав+5г)=
А Е КР О =(Ао-вс)-л5=5-416-1*.

Р ."СЗ Поскольку сумма углов при
основании АО равна 3%, прямоугольные треугольиики АЕВ и
СРО подобны; следовательно,

Ё=Ё
РО СР '

Получаем иррациональное уравнение

х \/ 16 - ха
5- ,/О ' 1 С '

из которого находим высоту трапеции:

х = ВЕ = 2,4.

Второе решение. Сделаем дополнительное построение: прове-
дем ВК параллельно СО. Получим (см. рис. 3 и условие задачи)
прямоугольный треугольник АВК, из которого легко находится
высота трапеции:

ВБ , мы - .а_е±›/А1<*;АВї _
АК ' АК

лв»,](Ао-вс)2-ив* _ 4.\/(112дўЁ-тв 2
ло;вс “ ““”п:в” А-

Задача 4. На сторонах АО и СО квадрата АВСО со стороной
З взяты две точки М и Ы так, что длина ломаной МОМ равна

14



стороне квадрата. Прямые АМ и ВМ пересекаются в точке Е.
Найдите длину отрезка МЕ, если МЕ = 4.

В С
П

А М д Е

Рис.4

Первое решение. Обозначнм длину отрезка ОМ (рис. 4) через
х. Тогда ОЕ = \/16 - хз _ Из подобия треугольников МОБ и ВАЕ
ИМСЄМ

_21_~±=щ ,, е=___~%Ав ив* " з 3, /і,6_х2'
Это иррациональное уравнение сводится к такому уравнению

четвертой степени:

х* -бхз +2х2 +96х-144 = 0.

Многочлен, получившийся в левой части, раскладывается в
произведение двух квадратных трехчленов: х + 2х - 6 и 1:2 -
- Вх + 24. Поэтому

(х2 +2х-6)(х2 -8х+2-4) = 0.

Это уравнение имеет единственный положгггельный корень:
,е = он = Л -1.

ТЕПЕРЬ МЫ ЛЄГКО НЗХОДИМ

мв=мо+ов=з-он/+,/16-ом* =

=З-~/7+1+`}16-(~/7-1)2 =4-ч/ї+\К\/Т+1)2 =5.

Простой ответ наводит на мысль, что существует другое, менее
сложное решение. Вот оно.

Второе решение. Поскольку треугольиики ВСМ н МОЕ подоб-
ны, то

_1ё2=_Р.ё или 3 ,ВВсм ом* з-он ом:
15



'Г.Є.

з(ов-ом)-о~›ов=о.
Приняв во внимание, что МО = З - ОМ, и ОМ* + ОЕ2 = 16,

получим

МЕ= МО+ОЕ=(З-ОМ)+ОЕ=

=`/(3-он+ов*) = ,/Щзт = 5.
Проявив изобретательность, мы смогли обойтись без иррацио-
нального уравнения, решать которое, согласитесь, было не так-
то уж и приятно!

Одним из самых распространенных среди абн1'уриентов мето-
дов решения планиметрнческнх задач является применение
тригонометрии. Безусловно, это очень важный и полезный
метод, - порой введение тригонометрических функшй является
естественным и оправданным путем к решению. Однако в
каждом конкретном случае следует подумать, нет ли более
простого, геометрического решения. Вот показательный пример.

Задача 5. В треугольнике АВС сторона АС больше стороны
АВ, а угол при вершинеА равен сх. На стороне АС взята точка
К, так что АВ = КС. Пусть Е - середина отрезка АК, О -
середина стороны ВС. Найдите угол СЕО.

Первое решение (тригонометрическое). Обозначнм длины
сторон треугольника АВС буквами а, Ь, с, величины его углов -
буквами А, В, С соответственно, а величину искомого угла СЕО
- буквой х.

А
Е Е

Р с
Ь

с “ 0 к в
Рис.5

Тогда (см. рис. 5):

лсов =1зо°-(с+.е), со=

св=сл+лв=<:+Ш=Р-12.2 2
16



По теореме синусов находим из треугольника СОЕ:

і _ С0
$іп4СОЕ зіпАСЕО'

Т.Є.
Ь + с а , _

$іп(С + х) Ѕіц І ' (1)
из треугольника АВС:

а __: _Ь с__
зіпА $іпВ зіпС'

Т.Є.

- '?*'=- “ (2)$іпВ+зіпС _ $іпА'
Деля соотношение (1) на соопюшение (2), получаем

зіп В + зіпС зіп А
зів(С+х) = зіпх '

или, поскольку В = 180" - (А + С).
зіп(А + С) + зіпС зіп(С + х)
С С *зіпАС _ С $іпх_'

те . А А_ї1п(ї+С)со$ї _ $іп(С+ 1,)

2зіп Ё сов Ё зі" І

откуда х=А=2
2 2`

Второе решение (геометрическое). Мы сейчас приведем даже
два геометрических решения.

1. Проведем в треугольнике АВС среднюю линию ОР. Имеем
_ _ Ь+с_Ь с_РЕ-СЕ СР- 2 2-2-ОР,

т.е. треугольник ОРЕ - равнобедренный. Поэтому

есво = Ёгсго = Ёнслв =
2. Проведем биссектрису АК угла А треугольника АВС. Тогда

-%1і- = 5%-Е. Но и %% = Ё , значит, треугольиики СОЕи СКА
подобны, и отрезок ОЕ параллелен АК. Следовательно, ДСЕО=

= дслк = Ё-.
17



Не правда ли, <тригонометрическое› решение этой задачи
нельзя назвать удачным? Оба геометрических решения, безус-
ловно, более изящны. Но_в некотором смысле они и более трудны
- ведь нужно было догадаться сделать дополнительные постро-
ения - провести среднюю линию ОР в первом случае и
биссектрису АК - во втором.

Упралиеъшя
1. В прямоугольнике АВСО дано: АВ = а, АО = Ь (а > Ь). Найдите на

стороне АВ точку Е, для которой ДСЕО = ДАЕО.
2. В плоском выпуклом четырехугольнике АВСО точки Е, Р, К, І.

являются серединами сторон АВ, ВС, СО, ОА. Отрезками БК и РІ. данный
четырехугольник разделен на четыре меньших четырехугольника. Докажи-
те, что сумма площадей тех из этих четырехугольников, которые имеют
вершины в точках А и С, равна сумме площадей двух других четырехуголь-
ников.

3. В трапеции АВСО боковая сторона СО перпепдикулярна к основанию
АО, ВС = а, АО = Ь, а < Ь. На основании АО существует такая точка М,
что прямая МВ перпепдикулярна к АС, а МС перпепдикулярна к ВО.
Найдите высоту трапеции.

4. Дана трапепия АВСО с основаниями АВ = а, СО = Ь (а < Ь).
Окружность, проходящая через вершины А, В и С, касается отрезка АО.
Найдите длину диагонали АС.

5. Две окружности с радиусами К и г (К > 1) имеют внешнее касание в
точке А. Через точку В, взятую на большей окружности, проведена прямая,
касающаяся меньшей окружности в точке С. Найдите длину отрезка ВС,
если длина хорды АВ равна а.

6. В равнобочной трапеции АВСО угол при основании АО равен агсзіпЁ .
Окружность с радиусом К касается основания АО, боковой стороны АВ и
проходит через вершину С; она отсекает на сторонах ВС и СО равные
отрезки МС и МС соответственно. Найдите длину отрезка ВМ.

7. В круге проведены два диаметра АВ и СО, М - некоторая точка.
Известно, что АМ = 15, ВМ = 20 и СМ = 24. Чему равно ОМ?

8. Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом при вершине С.
Угол САВ равен Ц. Биссектриса угла АВС пересекает катет АС в точке К.
На стороне ВС как на диаметре построена окружность. которая пересекает
гипотенуну АВ в точке 114. Найдите угол АМК.



ЧИСЛОВЬІЕ СРЕДІ-ІИЕ И ГЕОМЕТРИЯ

А.Гольдман, Л.3вавич

По-видимому, вам не раз приходилось всгречаться с такими
понятиями, как среднее арифметическое 9-Ё-Ё и среднее геомет-
РИЧЄСКОЄ 1/ЛО ДВУХ ПОЛОЖНТЄЛЬНЬІХ ЧИСЄЛ. ВОЗМОЖНО, ВЫ С'ГЗ.Л-

кивались и с другими средними величинами: средним гармони-
2

ческим 32%-% и средним квадратичным ,1-'3-'ЁЬ-3 двух положи-
тельных чисел. Так, средняя скорость туриста, прошедшего
некоторое расстояние со скоростью И, а обратный путь со
скоростью 16, оказывается равной среднему гармоническому

скоростей И и 15, т.е. йёшй- (убедитесь В этом).

Широко известно и часто используется при решении задач
неравенство ЁЁЁ 2 \/аЬ. Оказывается, что для любых положи-
тельных а и Ь выполняются неравенства:

2аЬ а+Ь ,а2+Ь1
ЕЁЁИЁТЅ -“ї-": (*)

причем все неравенства обращаются в равенства тогда и только
тогда, когда а = Ь. Каждое из неравенств можно доказатъ,
используя свойства числовых неравенств (проделайте это самос-
тоятельно!).

Определения средних величин естественным образом распрост-
раияются и на случай п положительных чисел а,, аг, ..., а,,:

Н(01.--..д1.)= п - -- - среднее гармоническое,1 _,_ 1 _,_ _,_ 1
01 02 дп

С(а,,...,а,,) = Л,/а,а2...а,, - среднее геометрическое,

+а +...+
А(а,,...,а,,)- 01 2 п э -её среднее арифметическое,
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2 ' 2
О(а,,...,4п) В йа] + 0% Д;-.+ ап- среднее квадратичное.

В общем случае справедливы неравенства Н 5 С Ѕ А Ѕ О, одна-
ко доказываются они значительно сложнее. Неравенства же,
относящиеся к средним величинам двух положительных чисел,
мы докажем геометрически. Одно из доказательств неравенства
Ё-Ё 2 \/аЬ основано на том, что высота прямоугольного треу-
гольника есть средиее геометрическое проекции катетов на
гипотенузу (рис. 1).

Однако с помощью конфигурации рисунка 1 не ясно, как
сравнить среднее геометрическое со средним гармоническим, а
среднее арифметическое со средним квадратическим. В то же

С
ф

_ С х-а С

К=а+Ь О /О
2 ,

И ь
А Н О

Рис. 1 Рис.2
время существует фигура, в которой все средние двух чисел а и
Ь можно увидеть «живьем» - это трапеция АВСО с основаниями
ВС = а, АО = Ь (для определенности будем считать, что Ь > а).
Среднее арифметическое - это длина средней линии трапеции.
Остальные средние вы увидите, решив следующие упражнения:
первое из них - полезная лемма, помогающая справиться с
остальными.

Упражнения. Пусть ЕР - отрезок длиной х с концами соответственно
на боковых сторонах АВ и СО трапеции АВСО, параллельный ее основани-
ям (рис. 2) .

І. Найдите х, если извеспю, то ВБ/БА = 1.. (Ответ: х = Ё-Ё).
Указание. См. на рисунке 2: СНІІАВ , атреугольники РСС и РОН подобны.

2. Найдите х, если отрезок ЕР проходит через точку пересечения
диагоналей трапеции.

(Ответ: х = -Ё%% ). Указание. Воспользуйтесь упражнением 1 и тем, что
ВЕ/ЕО = а/Ь. 2
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3. Найдите х, если трапеции АЕРО и ЕВСР подобны. (Ответ: х = «/Ё ).
4. Найдите х, если трапеции АЕРО и ЕВСР равновелнкн. (Ответ: х =
І з 2

= 9% ). Указание. Пусть прямые АВ и СО пересекаются в точке Р
5 2 2Ѕ +25 Ь(рис.З). Тогда Ё = її; Й = Сложив эти равенства,

получим ответ.
Р

в с

ЕР

А ~ О
Рис.3

Итак, в трапеции АВСО появились все упомянутые нами
средние чисел а и Ь. Осталось доказать неравенства (*).

Упражнения
5. Докажите, что

325,/5Ѕш_
а+Ь 2

Указание. Пусть ЕР, ММ и КІ. соответствующие отрезки (постройте
чертеж).

ВЕ а_ ВМ йа, ВК_ Я Я
Тшда Ел'ь' мА'\(д' кл"'"° ь<\(д<1'
6. Докажите, что

ШЅ ,Ьї _
2 2

Указание. Если КЬ - средняя линия трапеции, то Ѕдсдд < Ѕддш.

Итак, мы доказали неравенства (=І=) и убедились в том, что
при а < Ь все неравенства - строгие. Нетрудно видеть, что если
какие-либо два из отрезков, длины которых мы сравнивали,

авны, то АВСО - па аллело амм и, следовательно, всеР Р ГР
неравенства (*) превращаются в равенства.

Приведем еще один способ сравнения средних. Рассмотрим
прямоугольный треугольник АВС с катетами ВС = а и АС = Ь,
причем а > Ь. Пусть ом - сумма расстояний от некоторой точки
М, лежащей на гипотенузе АВ, до катетов треугольника.
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Упражнение 7. Докажите, что он ›о,,,. если и только если точка Ы
лежит «свыше» точки М (рис. 4).

Указание. од = КМ, +КМ2 +КМ, од = НІН + НК + КМ, = КМ, +
+ КМі + КМ, но КМ > КМ.

3 В

Ы, _-- Ы Н2 Н

`О:____7<_2.-2.г к-- ¦ь О _? Ь

м, _-.. _ М

С _ _

Рис. 5

Пусть биссектриса угла С пересекает гипотенузу в точке Н
(рис. 5). Тогда четырехугольник СН2НН, - квадрат со

- аЬ _ 2аЬсто онои -і так что о - --- - с е нее га моническоеР а+Ь' Н а+Ь Р д Р
чисел а и Ь, причем ВН/АН = Ь/а. Если О - середина
гипотенузы, то со = %, а точка О лежит выше точки
Н(%<1). Поэтому со = он, т.е. 32-ЁЁБ < ЁЁЁ.

Упражнения
8. Рассмотрим на гипотенузе АВ точку О,

для которой ос = Ш _ Докажите, что
точка О лежит между точками О и Н. т.е.
ЧТО 00 › 06 › Он.

9. Пусть Р - точка на биссектрисе угла С

..`°,Р

Цацпи: ...Ф

Р (рис. 6), для которой СР = ЁАВ = СО =

\ = -Ё-йа* +Ь* , Пусть также точка О на АВ
І такова, что прямая ОР перпенднкулярна

І 2
СР. Докажите, что со = 2-2-Ё-Ё-, после

_ Р, І А чего убедитесь в справедливости неравенст-
ва во > од.

Рис.6 Указание. Воспользуйтесь тем, что РР, =
=РН, а 4ОРР, = 45° (см. рис.б).

Существует н третье доказательство неравенств о средних,
провести которое мы предлагаем вам в качестве очень полезных
упражнений.
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Упражнения ' С
10. Окружности диаметрами а и Ь касаются внешне. Докажите, что

отрезок их общей внешней касательной, заключенный между точками
касания, равен_среднему геомегрическому диаме1'ров.

11. Окружности диаметрамн а и Ь не имеют общих точек, а отрезок их
общей внешней касательной, заключенный между точками касания, равен
среднему арнфметическому диаметров. Докажите, что расстояние между
центрами окружностей равно среднему квадратическому диаметров.

Из упражнения 10 следует неравенство \/аЬ 5 їёі, из упраж-
2

нения 11 - неравенство Щ5-Ё 5. ,/їїїїї.
Подумайте, как с помощью данной конфигурации доказать

неравенство о средних гармоническом и геометрическом. (Под-
сказка. В конфигурации упражнения 10 найдите расстояние от
точки касания окружностей до их общей касательной и восполь-
зуйтесь тем, что треугольник с вершинами в трех точках касания
- прямоугольный.)



ТЕОРЕМА МЕНЕЛАЯ

Б. Орач

Теорема Менелая красива и проста. В школьном курсе эта
теорема эатерялась где-то среди задач. Между тем она входит в
золотой фонд древнегреческой математики.

Пусть ААВС пересечен прямой, не параллельной стороне АВ
и пересекающей две его стороны АС и ВС соответственно в
точках В, и Аі, а прямую АВ в точке С, (рис. 1), тогда

А Щ. до = , _
ВІС С1/1

(Чтобы не запутаться, в ка-
ком порядке идут буквы в
формуле, придерживайтесь

В следующего правила: Двигай-
ді С тесь по контуру треугольника

от вершины до точки пересече-
Ст ния с прямой и от точчки пере-

р,,,с_1 сечения до следующем верши-
ны.)

Доказательство. Из вершин треугольника проведем парал-
лельные друг другу отреэки до пересечения с секущей прямой.
Образуются три пары подобных цэеугольников. Из подобия
получаем

_2=›О=.,Ь›
31
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АВ:_т С/*ъ_" Ё_Ё=і
Вдс п' А|В 1' С|А т.

Осталось перемножить полученные пропорции:

Ё._Сі4_ъ.Ё21.=_”ї_7іЦ.=1
В1С А|В С1А п'І'т О

Теорема доказана.
Эта теорема дошла до нас в арабском переводе книги <<Сфери-

ка› Менелая Александрийского (І в. н.э.).
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Чтобы продемонстрировать ее А
эффективность, рассмотрим реше-
ние одной задачи двумя способа-
ми: векторным и с помощью теоре-
мы Менелая.

Задача 1. П3/стьА1Э - медиана В Р
ААВС (рис. 2). На АВ взята
точкаКтак, чтоАК:КВ=З:1. д
В каком отношении прямая ВК С
делит площадь ААВС? рт-2

Очевидно, отношение площадей треугольников АВР и СВР
равно отношению отрезков АР и РС. Итак, решение задачи
сводится к нахождению отношения АР/РС.

-5

Векторное решение. Вектор АК выразим двумя способами

через векторы А-›В и АЙС. Прежде всего, АЧК = -ЁАВ. Но АЪ =

= -Ё-(А4В+ А_›С) (формула середины отрезка). Значит,

Ак=%-%(ав+Ас]=%лв+%Ас. (1)
РК _ т "' _ "Обозначнм її-5; - Ё , АР - х- АС. Применяя к ВР теорему о

делении отрезка в данном отношении, имеем

А`Ё<= Щ-1-Ґв+ -4-/ҐР.
т+п т+п

Но А_›Р= х-/-ГС, значит,

/Ґк = -"Ь-/Ґв+ -'Е-Ес. (2)
т+п т+71

Сравнивая (1) и (2), получаем

ооо: Ьті.+ ооо: ЬОФ
-І* -Э

_.іАВ+__!3.ЬдС=_ _
т+п т+п

-І

Используя однозначность разложения вектора АК по двум

<.о°'Ё°°

-І -Ф

неколлинеарным векторам АВ и АС , получаем систему

т ї

т + п
_і__

ФНт+п

откуда х = З/5, т.е. АР/АС = З/5, и

Щі-ёРс'2°
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Решение с помощью теоремы Менелая. Применяя эту теорему
к треугольнику АСВ и секущейпрямой ВР, имеем

аР.СВ.т<_, ае.2.1=, ада
РСВВАК 'РС З 'РС 2'

Преимущество применения теоремы Менелая очевидно.
Очень часто при решении задач нужна не сама теорема

Менелая. а теорема, обратная к ней.
Рассмотрим треугольник АВС. Пусть точки А,, В,, С,

принадлежат прямым ВС, АС, АВ соответственно, т. е. лежат
на сторонах треугольника или их продолжениях (рис.3). Если

ЁЁ - - = 1 , то точки А1, Ві, С. лежат на одной прямой.

В В

А С ,4 С

АІ 'ВІ В1 С,

с, С* А,
Рис.3 Рис.4

Доказательство. Предположим противное, т.е. что точка С, не
лежит на прямой А,В, (рис.4). Пусть С' - точка пересечения
прямых А,В1 и АВ. Тогда. согласно прямой теореме Менелая,
АВ, СА ВС' ВСЁ ВС'

Ст
.__._..__Ъ..___= *_ ___ _ВІС АІВ 'С,А! 1. Но очевиднодгго А гг С,Аъ.ҐІоэтомусоот

ношение в условии теоремы не может ыть выполнено. Мы
получили противоречие. Теорема доказана.

` Следующая красивая задача, вероят-
но, так же как и теорема Менелая.
известна с глубокой древности. Она не
раз использовалась на олимпиадах, а в

і отдельных случаях - и на вступитель-
. ных экзаменах...

\( Задача 2. Три окружности разных
` “ 6 радиусов расположены на плоскости

іг - А так, что ни одна из них не лежит
В целиком в круге, ограниченном другой.

5 Каждой паре окружностей сопоста-
С Рис.5 вин точку пересечения внешних двой-

26



НЫІ КЄСПШЄЛЪНЫІ. ДОКЙЖНШЄ, ЧШО 710/1уЧЄННЬІЄ три ҐПОЧІСІІ

лежат на одной прямой (рис.5).
Решение. Пусть радиусы окружностей с центрами 0,, 02 , 03

Оіс Йравны тд , гд, тд соответственно. Тогда -С-О: = 7, так как
2

окружности с центрами 0, и О, гомотетичны относительно точки
ҐС, а отношение радиусов Ё - коэффишіент гомотетии. Анало-
2

= 2* = Ё ї__О'С .-_-Ш ._.___ОзВ=гично, Аоз ,З , ВО! П .Таким образом, СО: АО3 ВО*
г т г _,= 3% - Ё = 1. По теореме, обратнои к теореме Менелая, точки
2 з 1

А, В, С принадлежат одной прямой.

Упражиеі-шя
І. На сторонах АВ и АС треугольника АВС даны соответственно точки М

АМ е С” 2 1_И ~ ТЗКНЄ, ЧТО МВ ~ ~,А 2 . В КЗКОМ ОТНОЩЄІІНН ТОЧК3 5 ПЄРЄСЄЧЕННЯ

отрезков ВН и СМ делит каждый из этих отрезков?
2. Точкад на стороне ВС треугольника АВС делит эту сторону в отно-

шении 2:1 . считая от вершины В.В каком отношении меднана СЕ делит АВ?
3. В треугольнике АВС на стороне АВ взята точка 0, а на стороне ВС

точкиЕиР`так,чтоАВ:І)В=З:2,ВЕ:ЕС=І:3иВР:Р`С=4:1.В
каком отношении прямая АЕ делит офезок ОР?

4. Ортоцентр Н треугольника АВС делит высоту пополам. Докажите, что
соз4С = соз4А-соз4В, где (А, АВ, АС - углы при вершинах.

5. В правильном треугольнике АВС со строкой а точка Е - середина ВС,
О - середина АС, РЄОС, ВРПІЭЕ = М, Ѕддмд = %.Ѕ`ддс. Найдите МР
(рнс.6).

5 В С
Н

Е

А м В
А о г с В.

Рис.6 Рис.7

6. Дан параллелограмм АВСВ. Точка М делит отрезок АО в отношении
р, а точка Н делит отрезок ОС в отношении а. Прямые ВМ и АН
пересекаются в точке .Ѕ`. Вычислите отношение АЅ : ЅН (рис.7).
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Ж М

А Р
вА 0 Ы С

Рис.8 Рис.9

7. Через середину М стороны ВС параллелограмма АВСВ, площадь
которого равна 1, и вершину А проведена прямая, пересекаюшая диагональ
ВО н точке 0. Найдите площадь чегырехугольника ОМС0 (рис.8).

8. Стороны ААВС разделены точками М, М и Р так, что АМ : МВ =
= ВМ : МС = СР : РА = І : 4. Найдите оп-юшеиие площади треугольника,
ограниченного прямыми АН, ВР и СМ, к площади треугольника АВС
(рис.9).



МОЖНО РЕШИТЬ ПРОЩЕІ

Я. Суконник, П. Горнштейн

Тот, кто готовится к вступительным экзаменам по математике,
не раз встречался, вероятно, с трудными экзаменационными
задачами, решение которых требует долгих рассуждений и
длинных вычислений. И каждого, конечно, занимал вопрос: а
нельзя ли для такой задачи придумать простое, рациональное и
короткое решение?

Довольно часто - можно. І-Іо додуматься до такого решения
не просто - нужен долгий и упорный поиск. Зато каждое
красивое решение 'грудной задачи всегда вызывает чувство
удовлетворения, свидетельствует о глубоких знаниях и творчес-
ких способностях абитуриента. Именно поэтому при подготовке
к экзаменам пытаться отыскивать или, в крайнем случае, разби-
рать такие решения особенно полезно.

Тем более досадно, что в книгах для абитуриентов иногда
приводятся неоправданно громоздкие и нерациональные реше-
ния.

Возьмем к примеру книгу Ю.В.Нестеренко, С.Н.Олехника и
М.К.Потапова «Задачи вступительных экзаменов по математи-
ке» (М., «І-Іаука›, 1980), где воспроизведены варианты по
математике, предлагавшиеся в 1977- 1979 гг. поступавшим в
Московский университет, и указываются решения части вариан-
тов. Решения некоторых задач занимают в этой книге одну, две,
даже три страницы. Между тем, зачастую их можно решить
много проще и короче.

В настоящей статье приведены четыре задачи из указанной
книги с более простыми, решениями.

Свойства При решении геометрических задач абитури-
енты часто, не особенно размышлял, затевают длинные и гро-
моздкие вычисления, которые, впрочем, обычно и приводят к
цели. Между тем, такие задачи иногда удается решить очень
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быстро, если догадаться применить некую теорему, суметь
воспользоваться спецификой конфигурации, увидеть нужное
дополнительное построение. В геометрии мы тем успешнее
будем продвигаться вперед, чем шире будет наш «геометрический

кругозор» чем лучше мы научимся
~ видеть свойства фигур, которые можно

о Задача 1. Дана равнобедренная тра-
“ <обыҐРать› в Решении.

- ~ пеция, в которую вписана окружность
и около которой описана окружность.
Отношение высоты трапеции к ради-

-_\ў'°
Ри усу описанной окружности равно Ё .

с.: _,Наидите углы трапеции.
Решение. Пусть АВСО - данная трапеция (рис. 1). Прове-

дем диагональ ВВ и высоту ВБ _ Обозначнм ДВАВ через х,
ААВВ - через у. Опустив перпендикуляр из центра О опи-
санной окружности (обозначим ее радиус через Е) на ВВ и
продолжив его до пересечения с этой окружностью, можно
увидеть, что

ВВ=2Н-зіпх. (1)

из АЭВЕ

ВЕ=ВВ-зіпу.

Из (1) и (2)
ВЕ=2Н-зіпх-зіпу, (2)

т.е. высота треугольника равна диаметру описанной окружнос-
ти, умноженному на произведение синусов углов, прилегающих
к стороне, к которой проведена высота. Таким образом,

%`-=2зіпх-зіпу=Ё. (З)

Проведем высоту трапеции РО через центр О, вписанной окруж-
ности (РО пройдет и через О, но это нам не понадобится). Тогда
Е0=ЕО+ОВ=ВР+ОВ=РС+ОО=СР+РВ=СВ,т.е.
проекция диагонали описанной равнобедренной трапеции на
большее основание равна боковой стороне. Из АВЕВ запишем

13у= - : т-зіпх. (4)
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Из (З) и (4) получаем уравнение

21:3у-зіпу= 2со$2у+`Ёсозу-2= 0, созу=

Окончательно созу= %, зіпх = і3у = АА = АВ =х= -Ё,

4в=4с=%т:.
Замечание. Решая задачу, мы попутно усмотрели следующее

важное усиление теоремы синусов (см. (1)):
а = 212 - зіп ДА»

или
_ _а_ _ _ Й Ь _ ў С _

зіп АА Ѕіп АВ зіп ДС '
Рассмотрев все случаи расположения центра описанной окруж-
ности относгп-ельно треугольника, его лепсо доказать.

Задача 2. В трапеции АВСО с основаниями АВ и ВС длина
боковой стороны АВ равна 2. Биссектриса угла ВАО пересека-
ет прямую ВС в точке Е. В треугольник АВЕ вписана
окружность, касающаяся стороны АВ в точке М и стороны ВЕ
в точке Н. Длина отрезка МН равна 1.
Найдите величину угла ВАО. Д. О

Решение. Поскольку .4ВАЕ=4ВАЕ =
= АВЕА (рис. 2), ААВЕ - равнобед- А
ренный. Значит, ВЕ = ВА = 2 и МНІІАЕ. М
Из подобия треугольников ВМН и ВАЕ `

ди _ ат Д ).
МН _ АЕ ` В Н Е С

так как вм = ви - мл = ва - лк = Рис-2

1 2"ЁАЕ 2=ВА - - = 2 - ЕАЕ, ~1~~- АБ. Отсюда АЕ=2,

.=а~_.,

Ь ГП

двиг = 4вАо= Ёп.
Задача 3. В трапеции АВСІЭ отрезки АВ и ВС являются

основаниями. Диагонали трапеции пересекаются в точке Е.
Найдите площадь треугольника ВСЕ, если ВА = 30, ВС = 24,
Ао=зи4рлв =%.

Решение. Из подобия треугольников ЕСІ) и ЕАВ (рис. З)

_С.15_=_С_1_2БА Ав'

03
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Значит, СЕ 4, ЕЕ - 4 .Так ка1ЁВК - общая высота треуголь-ЕА 5 СА 9
ников ВСЕ и ВСА,

Ѕавсє =
Ѕддсд СА

Значит, Ѕддсд = %Ѕ,,дс_.,. Но ЅЫЮ, = Ѕмдд = ЁАО-АВ-ЅШАВАБ.

Следовательно, Ѕддсд = 10\/З.
Задача 4. Основанием пирамиды ЅАВС является правильный

треугольник, длина стороны которого равна \/З. Основанием
высоты, опущенной из вершины Ѕ, является точка О, лежащая
внутри треугольника АВС. Расстояние от точки О до стороны

О/из
ц,Щ

Е _

А В
Рщ;_3 Рис.4

АС равно 1. Синус угла ОВА относится к синусу угла ОВС как
2 : 1 . Площадь грани ЅАВ равна Ё . Найдите обьем пирамиды.

Решение. Обозначнм основания перпендикуляров, опущен-
ных из О на стороны АВ, ВС, СА соответственно через 0, Е, Р
(рис. 4). Из треугольников ОЕВ и ОВВ

ОЕ Ё зіп;ОВС
ОВ зіп АОВА `

Значит, ОЕ = ЁОО. Из равенства Ѕмдд = Ѕдддд + Ѕюдс + Ѕдддс
следует, что ОВ + ОЕ + ОР = 1:, где І: - длина высоты
треугольника АВС. (Замечание. Это равенство, очевидно, верно
для любой точки О внутри равностороннего треугольника.)
Поскольку іє = ВС-$іпб0° = Ё и ОР= 1, получаем ОО = Зная
АВ и Ѕддд, находим 51). Затем из АЅОВ находим ЅО.

Ответ: -`%З- .



ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЭКСТРЕМАЛЬНЬІХ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

П. Горнштейн, В.Полонский, М. Якир

Задачи, связанные с нахождением наибольших и наименьших
значений геометрических величин, неспроста пользуются боль-
шой популярностью у составителей экзаменационных заданий:
ведь чтобы решить подобную задачу, абитуриенту приходится
комбинировать приемы и методы из весьма различных разделов
школьного курса математики.

Первое, что приходит в голову, - составить с помошью
заданных параметров функцию и исследовать ее на максимум и
минимум. У такого подхода тем не менее есть недостаток: во
многих геометрических задачах этот привычный путь решения
сопряжен со значительными техническими трудностями. В усло-
виях экзамена, где так важно не ошибиться, этот недостаток
особенно ощутим. Часто, однако, удается избавиться от громоз-
дких выкладок, обойдясь
чисто геометрическими С
рассуждениями. Вот при-
меры.

Задача 1. На отрезках
АВ и АС как на диамет-
рах построены полуок- ,іЧт, г/
ружности. В общую 01 В
часть двух образовав- РИ0-7
шихся полукругов вписа-
на окружность максимального радиуса. Найдите радиус этой
окружности, если АВ = 4, АС = 2, АВАС= 120°.

Решение. Пусть О, и 02 - середины соответственно отрезков
АВ и АС (рис. 1). Тогда

0,0; = ,/АО? + АОЁ -2АО,АО; соз120° = Л.
Пусть г - радиус окружности, о которой говорится в условии

задачи, О - ее центр.
2 Приложение <Квант› МЗ 33



Дляточек 0,, О; , Оимеем О,О+ОО2 2 О,О2,или1 - г+2 - гг: ~/2.
Отсюда т 5 (З- ~/2)/2. Очевидно, знак равенства достигается
лишь в том случае, когда точка О принадлежит отрезку 0,02.

Ответ: (З- Л)/2.
Задача 2. Найдите периметр треугольника наибольшей пло-

щади, образованного большим основанием и продолжениями
боковых сторон трапеции, если известно, что длина верхнего

основания трапеции в два раза меньше
Е длины ее нижнего основания, а диагона-

ли равны 5 и 6.
Решение. Пусть ВС и АО - основания

трапеции (рис. 2), ВС = ЁАВ. Выходит,
В С что ВС - средняя линия треугольника

АЕВ. Тогда

Ѕвєс = Ё5,-150 › Ѕлвсо = %5.н:о-

,4 д Следовательно, площадь треугольника
р,.,с_2 АЕО достигает максимального значения

при максимальной площади трапеции
АВСВ. Очевидно, Ѕддсдз ЁАС-ВВ, т.е. площадь данной
трапеции максимальна, если ее диагонали перпендикулярны.

Итак, искомый периметр - это периметр треугольника с
перпендикулярными медианами:

Рш, = Ав+во+.›ш= 2лв+2со+ло=

=і212[і212/12:122\І9АС +9ВВ +2 9ВВ +9АС + 9АС +9ВВ.

от? 26 +31,/52 + 2,/51. ,-3 _ .
Задача 3. В треугольнике АВС биссектриса, проведенная из

вершины А, имеет длину 2, а АВ = 2АС. На стороне АВ взята
точка М, а на стороне АС - точка М так, что ВМ = АМ.
Найдите наименьшее возможное расстояние от середины от-
резка ММ до вершины А.

Решение. Пусть О - середина отрезка МН, К - точка
пересечения биссектрисы угла ВАС и ВС. Спроектируем точки
М, М, О и В на биссектрису угла ВАС (рис. 3). Тогда

А~1= М|В<|, ~|.Е= М|Е
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(докажите!). Пусть АС=т, АВ=2т, В
АВАЕ = ДЕАС = ов. Тогда

Аг = Ан, + мг = 1.4в,= мы-.в.2 м
Отсюда АО 2 АЕ = тсоза.

СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, ИСКОМОС раССТ0Я'

НПС ПРННИМЗЄТ наименьшее 3Н3.ЧЄ' В1

ние, когда середина О отрезка ММ іК
лежггг на биссектрисе. (Покажите,
что положение точек М и М, при
котором указанный случай реали-
зуется. действительно существует.) А М С

Для площади треугольника АВС риса
имеем

вт = Ёав-Асзшге = Ёлв-Акмпв +%А1<-Асзіпв,
ИЛИ

т2 зіп2 2а = тзіпа + 2тзіпа.
Отсюда тсоза = 1,5.

Ответ: 1,5.
Задача 4. В параболу у = ах: + Ьх+ с вписан четырехуголь-

ник АВСВ наибольшей площади с диагоналями АС и
ВО. Найдите координаты вершины С, если А( -З; -4),
В(-2; -1). ІЭ(1; -4).

Решение. Так как точки А, В, В лежат на параболе, то их
координаты удовлетворяют ее уравнению:

-4=9а-3Ь+с,
-1=4а-2Ь+с,
-4=а+Ь+а

откуда а= -1, Ь= -2, с= -1.
Итак, уравнение заданной параболы найдено: у = -(х+1)2.

В условии указано, что АС - диагональ четырехугольника
АВСО, значггг, точка С лежит на дуге ВВ параболы (рис. 4).
Для решения задачи достаточно найти координаты точки С,
при которых площадь треугольника ВВС максимальна, что, в
свою очередь, равносильно поиску на дуге ВО точки, макси-
мально удаленной от прямой ВВ. Пусть І - касательная к
параболе, параллельная ВО. В силу характера выпуклости
квадратичной функшти все точки параболы лежат в одной
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полуплоскости относительно прямой І. Следовательно, точкой.
максимально удаленной от прямой ВВ, будет точка касания.

Так как прямая ВВ невертикальная, то ее уравнение имеет
вид у = Ігх + а. Зная координаты точек В и В, лепєо устано-
вить, что І: = -1 _ Значит, угловой коэффициент касательной
І равен -1, т.е. производная квадратичной функции, задаю-
щей параболу, в точке касания равна -І. Имеем -2(х0+1)=

= -1, где ха - абсшасса точки касания; отсюда хп = -

_ 1, 1
ОТВЕТ. (-5,

Задача 5. К кривой у = х2 + Ьх + 2 в точках с абсциссами х, =
= -1 и хд = -З проведены касательные. При каком значении
Ь периметр треугольника, образованного проведенными каса-
тельными и осью Оу, будет наименьшшч?

Решение. Уравнения касательных к заданной параболе в
точках с абсциссами х, = -1 и хд = -З соответственно имеют
вид у = (Ь - 2)х + 1, у = (Ь - 6)х - 7 (покажите это!).
Отсюда две вершины треугольника, о котором говорится в
условии, имеют координаты М(0; 1) и Н(0; -7), а третья -
К(-2; 5-21)) (рис. 5). Следовательно, нужно найти такое
положение точки К на прямой х = -2, при котором сумма
МК+КЫ была бы наименьшей*

'Осталось решить «задачу о людоеде›. Людоед живет в пещере М,
обедает в деревне М и после плотной трапезы заходит по дороге домой
напиться к ручью х = -2. Какой дорогой он должен идти, чтобы
побыстрее добраться до пещеры? В менее кровожадной формулировке
эта зэадача неоднократно упоминалась на страницах <Кванта›. (Прим.
ред.
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Покажем, что искомая точка - это точка пересечения прямых

х = -2 и РМ, где точка Р симметрична точке М относительно
прямой х = - 2. Пусть К ' - произвольная точка прямой х = - 2,
отличная от К. Имеем МК' +К'М = МК' +РК' >МР=РК+КМ =
= КМ +КМ. Поскольку средняя линия треугольника РММ лежит
на прямой х = -2, треугольник МКІЧ равнобедренный; тогда
ордината точки К равна -З. Отсюда 5-2Ь = -З, Ь = 4.

Ответ: Ь = 4.
Задача 6. В основании прямой призмы АВСОА,В,С,В, ле-

жит ромб АВСО с углом ДА = 60°. Длины всех ребер призмы
равны 1. Точка Р - середина ребра ОС, а точка М лежит на
прямой А,Р . Определите наименьшее значение суммы площа-
дей треугольников МВВ, и МСС,.

Решение. Пусть МК и МЬ - высоты соответственно треуголь-
ников МВВ, и МСС, (рис. 6), М, - проекция точки М на
плоскость АВС. Тогда М,В = МК, М,С = МІ, (докажите!) и

$,,,,,,, + змсс, = Ёвв, -м,в + Ёсс, . м,с = %(м,в + м,с).
Как и в предыдущей задаче, сумма М,В + М,С принимает

наименьшее значение, если М, - точка пересечения прямых АР
и ВБ, где Е - точка, симметричная точке С относительно прямой
АР (рис. 7).'

Осталось найти длину отрезка ВЕ. По теореме косинусов

ВЕ2 = ВС2 + СЕ* - 2ВС-СЕсоз АВСЕ =
= 1+ СЕ2 - 2СЕсоз(60°+ср),

где ср = АРСЕ . Проведем в треугольнике АБР высоту ВМ _

'Снова задача о людоеде! (Прим. ред.)
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Видно. что СЕ = 2ВМ и АРСЕ=АМ1ЭР. Но -

Ш, = 3,Ѕ_Щ = ,Ао от-_$1п1,2о° _ ~/5
АР ,/Ар* + от - 2Ао-огсьЅ12о° 2~/7 '

_н2_±5_созД\ПЭР- ВР- Л.

Ответ: Ё 7.
Задача 7. В треугольной пирамиде ЅАВС все ребра имеют

одинаковую длину, равную І. На ребре ЅА взята точка М так,

После несложных вычислений получаем ВЕ = .
1 15

что ЅМ = ЁІ, на ребре ЅВ взята точка М, а на плоскости АВС
взята точка Р. Наидите наименьшую величину суммы длин
отрезков ММ и МР.

Решение. Длина отрезка МР минимальна, если Р - проекция
точки М на плоскость АВС. Очевидно, тго Р принадлежит
медиане ВЕ правильного треугольника АВС (рис. 8).

Теперь нужно найти кратчайшее расстояние от данной точки М
до прямой ВЕ по поверхности двугранного угла, образованного
плоскостями АВЅ и ВЅЕ. Это все равно, что найти расстояние от
точки до прямой на плоской развертке этого двугранного угла.

Рассмотрим такую развертку. Для этого в плоскости ЅВЕ
построим треугольник ЅА,В, равный треугольнику АЅВ (рис.
9). На стороне ЅА, отметим точку М,, в которую при развора-
чивании двугранного угла переходит точка М, так что ЅМ, = %І.
Как известно, кратчайшее расстояние от точки до прямои есть
перпендикуляр, опущенный из данной точки на данную пря-
мую. Поэтому проведем М,Н .І.ВЕ . Очевидно, что сумма ММ +
+ МР = М,М + МР минимальная тогда и только тогда, когда

5 А*
Мп

ъгМ М 5.
А

С

В Р
В Рио.8 Рис.9`
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Р = Н и М = О. Осталось выяснить, чему равна длина отрезка
М,В.

Проведем ЅК.І.М,Н. Пусть АКЅВ = 4ЅВЕ = сх. Высота ЅО

пирамиды равна 11% (покажите!). Тогда

м,н = м,к + зо = %$1ь(во°-в)+:\/Ё =

= %[і/Ёсоза - Ёзіпо] + ІЁ.

Выразив зіпо и сова из треугольников ЅВЕ и ЅВО, получим

ответ: %[1+

КО!-ІЄЧН0, ВСС ЭТИ ЗЗДЗЧИ МОЖНО РЄШЗТЬ ҐҐУТЄМ СОСТВВЛЄННЯ
функции и исследования ее на экстремум. Но решение будет куда
более громоздким.

Упражнеъшя
І. Найдите длины сторон параллелопэамма АВСО наибольшей площади.

если известно, что его вершина А удалена от середин сторон ВС и СВ на 6
и 8 единиц соответственно.

2. Две душ окружностей радиусами В с центрами в точках А и В таких.
что АВ = К, пересекаются в точке С. Впишите в криволинейный треугольник
АВС равнобедренную трапецию наибольшей площади.

3. Даны точки А(0; З), В(4; 5). На оси Ох найдите такую точку С, чтобы
периметр треугольника АВС был наименьшим.

4. Боковые стороны трапеции перпендикулярны. Какое наибольшее
значение может иметь площадь треугольника, образованного диагоналями и
средней линией 1-рапеции, если известно, что длины оснований трапеции
равны а и Ь?

5. На коордннапчой плоскости рассматриваются правильные треугольни-
ки, у которых две вершины лежат на прямой у = х + 2, а координаты третьей
вершины удовлетворяют неравенству 1:2 $у$х+2. Найдите наибольшее
возможное значение площади рассматриваемых треугольников.

6. К кривой у = -хз + Ьх в точках с абсциссами х, = 0 и х, =-З/2
проведены касательиые. При каком значении Ь периметр треугольника,
образованного проведеннымн касательными и осью Оу, будет наименьшим?

7. Точка О является серединой ребра ВВ, правильной Цэеугольной
призмы АВСА,В,С,. На боковой грани АА,С,С взята точка Е . на основании
АВС - точка Р так, что прямые ЕВ, и РВ пара.ллельны. Какой наибольший
обьем может иметь призма АВСА,В,С, , если ЕВ, = 1 , РО = Ё-, ЕР = Ё-5?

8. В основании четырехугольной пирамиды ЅАВС0 лежит параллело-
грамм АВСО. Известно, что расстояния от точек А, В, С, Ѕ до середины
ребра ВС равны 4. При какой величине угла, образованного плоскостями
АСЅ и ЅСВ, обьем пирамиды будет наибольшим?



МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ «С КОНЦА»

Я.Груденов

Обычно решение задачи или доказательство теоремы мы
проводим от известного к неизвесптому, от данного к искомому.
Но можно действовать и иначе. Здесь мы рассмотрим метод
решения задач ес конца›, когда рассуждения проводятся от
неизвестного к известному, от искомого к данному.

ОБЩАЯ СХЕМд
Пусть требуется доказать некоторое утверждение А. Предпо-

ложим, что оно верно, и на основе данных задачи и известных
теорем попытаемся получить из А верное следствие. При этом
возможно несколько случаев.

1. Получено неверное следствие. Это означает, что наше
предположение о справедливости утверждения А ошибочно.
Решение задачи на этом закончено - мы обнаружили, что А
неверно.

2. Получено верное следствие. В этом случае следует обяза-
тельно проверить обратимость рассуждений, потому что из
неверного утверждения (например, а = -а, а =± 0) тоже можно
получить верное следствие (а2= ад).

а) Если все рассуждения обратимы, то А верно.
6) Если среди рассуждений есть необратимые (например, на

некотором этапе мы возвели равенство в квадрат), то приходится
применять другие методы отыскания решения задачи.

3. Если верное следствие получить не удается, то также
приходится перейти к другим методам.

ДВА УКАЗАНИЯ
1. В получаемых промежуточных выражениях желательно

уменьшать число параметров, а затем упрощать эти выражения.
2. Если задача не содержит лишних условий", то необходимо

использовать все данные задачи.

'Нахождение лишнего условия является большим плюсом решения,
но обычно конкурсные задачи лишних условий не содержат.
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ПРИМЕРЬІ С
Задача 1. В прямоугольном треугольнике \

АВС катет АС в З раза больше катета АВ.
Точками К и М катет АС разделен на три К \
равные части. Докажите, что ААМВ + Ф
+ [АКБ + ААСВ = 90°.

Решеъше. Пусть ДАМВ = ск, ААКВ = В,
ДАСВ = ї(рис. 1). Предположим, =п*о УЗ

а+[5+~,«=90° (1) А ВРис.1
или, так как о. = 45°,

|3+у =45°. (Іа)
Тогда

І'.3([З+у) = 12345°, (2)

11ЅІ3+1Ѕї __1_±8В_±8_у -1. (2а)

Равенство (2) или (2а) верно, так как
1 1в 1 1 "*"*г°=%=т~*Ѕ`*'=з";2%='~_ї.Ё

УЧЗЩИЄСЯ На ЭТОМ ООЬІЧІ-ІО ЗЗКЗНЧНВЗЮТ РЄШЄНИЄ ЗЗДЗЧН, ЧТО

является грубой ошибкой. Начиная обращать преобразования,
мы замечаем, что из справедливости равенства (2) следует вовсе
не равенство (Іа). а зависимость

В + 7 = 45°+180°-п,

где п = 0; ±1; ±2; ±З;
Но из треугольников АКБ и АСВ мы находим, что 0 < [З < 45°,

О < у <45°, следовательно,
0<|3+у<90°. (З)

Поэтому из соотношений (2) и (З) следует, что |3+у =45°, и,
так как о:=45°, то с1+В+у =90°.

Задача 2. Докажите, что во всяком треугольнике 12%,
где а, Ь, с - стороны треугольника, Ѕ - его площадь, Р -
радиус описанного круга.

Решение. Предположим, что верно равенство
= а-Ь-св 45 . со
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Уменьшим число параметров:

Р=- -а`-Ь'9 ,К=----Ё, ,
` 4-Ё-Ь-с-зіпА 2'Ѕ'"А

откуда

-і
2К'зіпА'

что верно по теореме синусов. Все преобразования легко обра-
тить, следовательно, равенство (4) доказано.

Задача З. Стороны треугольника а, Ь, с Ґа < Ь < с) образуют
арифметическую прогрессию. Докажите, что ас = бКг, где К -
радиус описанного, а т - радиус вписанного в треугольник
круга.

Решение. Пусть верно равенство ас = 6І?г. Уменьшим число
параметров, выразив К и т через стороны треугольника: К = ЁІЕЁ,
т = где .Ѕ` - площадь треугольника, р - его полупериметр.
Получим:

ас=6--ЁЁ-%, 1=-%%,а+Ь+с=ЗЬ,%1Ёс=Ь,

что верно, так как а, Ь, с составляют арифметическую прогрес-
сию.

Все эти преобразования можно провести в обратном порядке,
следовательно, доказываемое соотношение верно.

Задача 4. Докажите, что произведение диагоналей вписанно-
го четырехугольника равно сумме произведений противополож-
ных сторон (теорема Птолемея).

Решение. Предположим, что верно равенство (рис. 2):

АС-ВМ=АМ-ВС+АВ-СМ. (5)

Уменьшим число параметров, выразив все отрезки через
какие-либо другие элементы. Необходимость использования при

В этом всех данных задачи (четырех-
, гольник - вписанный) наталкивает

АЩ йас на мысль применшъ теорему сину-
сов:

 А АС = 212 - $іп(<р + В);
Ь С ВМ=2К-$іг(с1+єр);

ўў АМ = 21?-зіпо ;
М вс= гязіпв;

Рт;_2 АВ = 2К-зіп гр;
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СМ=2К-$іп(п-(о+|3+єр))=2К~$іп(о+|3+ср).
Подставляя эти выражения в равенство (5) и сокращая на

4122 1: О, имеем: '
зіп(ср+[5)-$іп(о: +ц›) =$іпсп -зіп|3+зіп1.р-зіп(а+ [З+<р).

Последнее равенство справедливо для любых углов а , |3 и ср
(проверьте это самостоятельно, расписав функции суммы углов
через функции углов).

Обратный переход не составляет труда, поскольку по условию
четырехугольник - вписанный. Следовательно, соотношение
(5) верно.

Задача 5. Стороны треугольника связаны соотношением
а* = Ьс + сї. Докажите, что угол А вдвое больше угла С.

Решение. Предположим, что
2А = 240. (6)

Чтобы использовать соотношение, данное в условии задачи,
углы в равенстве (6) целесообразно выразить через стороны
треугольника: °

$іпА=$іп2С+2$іпС-созС, (7)

а* +Ь2-сд.со$С-- 2аЬ ,

зіпС=Ё; (8)

$іпА= Ё;

где Е - радиус описанного круга. Подставляя найденные
выражения в равенство (7) и упрощая, получим

а%=ф@+Ы-8)
Уменьшим число параметров, воспользовавшись условием

задачи:
(Ьс+с2)Ь=с((Ьс+с2)+Ь2- Ё),

что верно.
При попытке обратить рассуждения нам потребуется перейш

от равенства (7) к равенству (6), но это не всегда возможно.
Например, если АА = 88°, 2.4С = 92', то зіп А = зіп 2С, ноА =.± 2С.
Из равенства (7) будет следовать равенство (6), если только
углы А и 2С принадлежат интервалу монотониости синуса.
Однако из условия задачи а* = Ьс + сд мы имеем лишь, что а >с
и АА>АС, т.е. 0 <А < 180', 0 < 2С < 180'.
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Но все же наши рассуждения не пропали бесполезно. Так как
углы А и 2С заключены в интервале (0, 180°), т.е. в интервале
монотониости косинуса, то лучше было бы перейти от равенства
(6) к равенству со$А = сов 2С . Проверьте, что этот способ
позволяет получить решение задачи.

Задача 6. Докажите, что
1:3(а + В) = 211311, (9)

если
Ззіп|3=зіп(2а +[З). (10)

Решение. Предположим, что равенство (9) верно. Чтобы
воспользоваться условием (10). надо и в равенстве (9) перейти
к синусам соответствующих аргументов:

Ѕіп(а' 4: _ 2 52110.
с0$(ц + В) созо. '

откуда

зіп(а + |3).соза = 2зіпа .соз(а + |3)(а + В == -%+ пн; св :± Ё + пп);

%(зіп(2а + |3) + зіп В) = 2 - Ё (зіп(2а + 13) + зіп(-13));

ЗзіпВ = зіп(2ов + В),
что верно по условию задачи.

Эти преобразования можно провести в обратном порядке (при
всех допустимых значениях аргументов), поэтому равенство (9)
верно.

Задача 7. Докажите, что при всех допустимых значениях он
имеет место неравенство

|Ь3а +сІ:3а| > Ізіпа +созс1[. (11)

Решение. Предположим, что неравенство (11) верно. Умень-
шим число функций:

зі-під +с°Ѕ2а| > |$іпо:+со$о:|; (12)
зппасоза ,

 >¦зіпа+со$а|. (13)

Чтобы сравнить по величине эти выражения, желательно
выразить их через одну функцию, например, через синус:

2 . 1:__- 2 _ . 14'він 204 > «/_ з1п(ц + 4) ( )
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мп 20:
2 зіппа + 5 ~./2 ,'и неравенство (14) верно при всех допустц.

МЫ ЗНЗЧЄНИЯХ СІх .
Из неравенства (14) следует (13), а значит, и (12), а из

неравенства (12) следует (11), поэтому неравенство (11) верно

Но |зіп2а|51, зіп{а+%)51, поэтому Ё-І22, а

,Г

ПРН ВСЄХ СС Ч* Ё- .

ПРНВЄДЄННЫЄ РЗССУЖДЄННЯ ПОКЗЗЫВЗЮТ, ЧТО МОЖНО ДОКЗЗЗТЬ
ООЛЄЄ СНЛЬНОЄ НЄРЗВВНСТВО

|і3а + сІ:3с1[ 2 ×(2|$іпа + соза|.

Задача 8. Докажите, что во всяком треугольнике
Ь,,>,/р(р-а), (15)

где на - высота, опущенная на сторону а, р - полупериметр
треугольника.

Решение. Пусть верно неравенство (15). Уменьшим число
параметров:

Р(Р--<=)(Р - Ь)(Р - С)%х›Ґ.-.› к
- а2

Мы воспользовались формулами
1

Ѕд = Е На ' С ,

5. = мр- др- но -С) .
,/(Р-Ь›<р-С) ›$«=.

Обе части неравенства положительны - их можно возвести в
квадрат.

2

(Р-Ь)(Р-<=)>-'%›
а+с-Ь_а+Ь_ї> аї

2 2 4 І
а2+аЬ-ас+ас+Ьс-с2 -аЬ-Ь2+Ьс>а2,

2Ьс-с2-Ь2 >0,

-(Ь-с)2 >0,
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что неверно. Следовательно, наше предположение о справедли-
вости неравенства (15) ложно.

На этом решение задачи можно считать оконченным, ибо мы
доказали, что формула (15) неверна. Впрочем, доказав, что
формула ( 15) неверна, мы тем самым доказали, что всегда верна
формула

до Ѕ _ а) '

Попробуйте выяснить, когда в последней формуле имеет место
равенство. Здесь наш метод решения задачи ес конца› превра-
тился в метод «ют противного›.

С описанным методом имеет некоторое сходство такой прием
решения геометрических задач, когда искомые и другие неизвест-

ные элементы (отрезки, углы и
В _ С т-д.) обозначают буквами х, у,

М 2, и оперируют с ними как с
1 неизвестными.

Е Р Задача 9. В сегмент, дуга
А ' К

О

которого содержит 120°, впи-
сан квадрат. Найдите сторо-
ну квадрата, если радиус ок-

р,.,,;_3 ружности равен К.
Решение. Пусть АВСК -

квадрат, к.›ЕР=120°, О - центр
окружности (рис. 3). Обозначнм ВС через 2х и проведем

орыєг. тогда он = ~/я* -1*, ом = Ёп, мы = 2.1-, ом =
= ОМ --МЫ. Имеем уравнение

-2Ё=\1К2-хз -2х,

я(:/В-2)
решив которое, получим х = її-Ю.

я(,/Ё-2)
ОТВЄТІ

Многие учащиеся допускают ошибки не только при решении
задач, но и при изложении теоретических вопросов. Вот как,
например, они доказывают известное тождество

Іо3,,(-Ё) = 103,, х -1о3,у

(прих>0иу>0):
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<Перенесем 1о3,,у В левую часть и воспользуемся ранее
доказанной теоремой:

Іо5,,(ў] + 103,, у = 103,, х ;

Іоваіў 11] = 1084: І;

103,, х = 103,, х .
Получили верное равенство, а значит, исходная формула

доказана.›
Ясно, что этими рассуждениями формула еще не доказана.

Учащиеся обычно даже не понимают сущности допускаемой
ошибки и в оправдание ссылаются на школьный учебник, где
формула доказана, мол, точно так же. Для них осталась незаме-
ченной ссылка в учебнике на равносильность формул.

Упражнения
1. В равнобедренном треугольнике с основанием а и боковой стороной Ь

угол при вершине равен 20° . Докажите, что ад* +Ь3 = З-аЬ*.
2. Докажите, что в выпуклом четырехугольнике биссектрисы углов,

прилежащих к одной стороне, образуют угол, равный полусумме двух
других углов.

3. Докажите неравенство
сІ:3%>1+с13чр при 0<<р<3-Ё-.

4. Докажите неравенство (х + у)(х + у + 2со$х) + 2 2 2$іп2 х . При каких
значениях х и у достигается равенство?

5. В треугольнике АВС углы А, В и С образуют геометрическую
прогрессию со знамеиателем 2. Докажите, что -Ь = %+

6. Докажите, что
4+ -Ц + -Ц-- › 4 .103, к 1о35 х Іо3,,, к

7. Докажите, что максимальная полная поверхность прямоугольного
2

параллелепипеда равна 4%- , где М - сумма длин всех ребер параллелепи-
педа.

8. Верно ли, что сумма квадратов диагоналей трапеции равна сумме
квадратов боковых сторон, сложенной с произведением оснований?

9. Проверьте, верно ли доказано следующее неравенство:
зіпїо. +$іп2|3 2зіпс: -зіп|З+зіпс: +зіп|-3 -1.

«доказываемое неравенство перепишем в виде
2зіп*о + 2$іп* В - 2віпа - зіп|З - 2зіпа - 2$іп|З + 2 2 0 ,

или
(зіпа -1): +($іп|3 -1): + (зіпа. - 511113): 2 0 ,

которое очевидио.›
10. Верно ли, что зіп(со$ср) =соз(зіпср) ?



ПРАВИЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОИ ЗАДАЧИ

Э.Готман

Как известно, при решении геометрической задачи необходимо
рассмотреть все возможные случаи взаимного расположения
элементов фигуры. Решение задачи. допускающей различные
конфигурации, будет неполным и ошибочным, если ограничить-
ся рассмотрением лишь одного из возможных случаев. Решая
такие задачи, важно не ошибиться, приняв частное за общее.

С подобными ошибками сталкиваются учителя на уроках,
члены жюри олимпиад. Задачи с неполными и неверными
решениями встречаются и в литературе для учащихся.

Приведем несколько примеров, взятых нами из различных
сборников олимпиадных задач.

Задача 1. Впишите в данный треугольник АВС прямоуголь-
ник с наименьшей диагональю.

Решение. Пусть в треугольник АВС вписан прямоугольник
КЬММ так, что его сторона КІ, лежит на прямой ВС, а вершины
М и Н - на сторонах АС и АВ (рис.1,а) Пусть АВ - высота
треугольника АВС. Построим треугольник А'В'С' с прямым
углом С' так, чтобы стороны ВС и В'С' были равны и
располагались на одной прямой, и чтобы прямые АА' и ВС были
параллельны (рис.1,б). Тогда А'С' = АВ = Ь.

Докажем, что если в треугольиики АВС и А'В'С' вписаны
прямоугольники КЬММ и К'Ь'М'М', имеющие равные высоты
КМ и К'1\Г', то эти прямоугольники равны.

4_____._ ___- ._-__4'
М _ _ Ы' М'

А _ _
в К оьс в* к* с'= В

а Рис. 1 6
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Пусть ВС = а. Из подобия треугольников АММ и АВС имеем
ММ = %(І:-х), где х= КМ.

Аналогично найдем, что

м'~'= %(/1-1).
Значит, МЫ = М'1\Ґ, и задача сводится к более простой: в
прямоугольный треугольник А'В'С' вписать прямоугольник с
наименьшей диагональю.

Ясно, что диагональ вписанного в прямоугольный треугольник
А'В'С' прямоугольника, угол которого совпадает с углом С',
будет наименьшей, если она перпепдикулярна гипотенузе А'В' .
Любой другой прямоугольник будет иметь большую диагональ,
так как его диагональ, являясь наклонной к гипотенузе А'В' ,
больше перпендикуляра к А'В' .

Отсюда следует построение и в общем случае, поскольку
КМ = К'М'. При этом ясно, что длина наименьшей диагонали
искомого прямоугольника (две вершины которого лежат на
стороне ВС) равна  . Кроме того. поскольку диагональ

а +
І.'1\Ґ прямоугольника К'Н'М'Ь' перпепдикулярна А'В' (см.
рис.1,б). треугольиики К'1\ҐЬ' и А'В'С' подобны, так что

ї,ї,, - _ Ё, т.е. у искомого прямоугольника КЬММ

отношение сторон -(Ёїі = %.
Казалось бы, задача решена. Но это не так. Чтобы получить

полное решение задачи, следует рассмотреть еще два случая:
когда две вершины вписанного прямоугольника лежат на прямой
АС и когда -- на прямой АВ, а затем сравнить результаты.

Пусть Ѕ - площадь треугольника АВС, а, Ь, с - длины его
сторон, /1,, І:,,, Ь, - соответствующие им высоты.

Как мы уже доказали, наименьшее значение длины диагонали
прямоугольника, вписанного в треугольник АВС так, что две его
вершины лежат на прямой ВС, равно

в, _“'*« А- 2~'ї_ А.
,/а2 + 112 ,1а2 + /12

Следовательно, если две вершины прямоугольника лежат на
прямой АС, то его диагональ имеет наименьшую длину, равную

в = 25 _
2 ;7Ь2+І:г

Будем считать, =гго данный треугольник разносторонний, и
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а>Ь> с. Сравним выражения а2 + 71,2 и Ь2 + 11,2:

(«2+››г›-ее+е›=(«--2е›+(е;е›=
= (а2_д2)+М%_) ]=а2_ь;+(4&5_2 4Ь5;2)_

~ = (А2-ь2)(1-д4%)›о,
поскольку а > Ь и 2.Ѕ` < аЬ.

Итак, а1'+І:3 > Ь2+І12, и значит, если а > Ь, то а, < ад.
В результате проведенного исследования можно сделать следу-

ющий окончательный вывод: из всех прямоугольников КЬММ,
вписанных в данный треугольник АВС, наименьшую диагональ
имеет прямоугольник, две вершины которого лежат на большей
стороне ВС треугольника, и отношение сторон которого Ё-Ы =-Ё _КІ. Ь

Предлагаем читателям самостоятельно решить
Упражнение 1. Впишите в данный треугольник АВС прямоугольник.

диагональ которого имеет данную длину сі. Сколько решений может иметь
задача?

Задача 2. Через вершину А треугольника АВС проведите
прямую так, чтобы сумма расстояний до этой прямой от
вершин В и С треугольника была наибольшей.

Решение. Достроим треугольник АВС до параллелограмма
АВЕС (рис.2). Пусть І - прямая, проведенная через вершинуА,

д Ґ - параллельная ей прямая, про-
* г гг г П- 1 т веденная через вершину Е. Очевид-

но, расстояние от вершины В до
прямой І равно расстоянию от вер-
шины С до прямой Ґ . Значит, сум-

С ма интересующих нас расстояний
-1 равна расстоянию между прямыми І
5 и Г , т.е. расстоянию от точки Е до
5 Ґ прямой І. Это расстояние будет наи-

П:
'___Т

Е ' ' большим, если прямая І перпенди-
Риаг кулярна прямой АЕ, т.е. перпенди-

кулярна медиане АО треугольника
АВС , проведенной из вершины А. При этом интересующее нас
наибольшее значение суммы расстояний равно 2АВ.

Рассуждение на первый взгляд не вызывает сомнений. Тем не
менее в нем имеется ошибка. Для правильного решения задачи
необходимо рассмотреть два возможных случая: 1) прямая І
пересекает сторону ВС треугольника; 2) прямая І сторону ВС не
пересекает. В первом случае рассуждеиие теряет силу (сделайте
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рисунок!). В этом случае сумма расстояний сід от вершин В и С
до прямой І не больше ВС и сі, = ВС тогда и только тогда, когда
прямая І перпепдикулярна стороне ВС. Во втором же случае
сумма расстояний сід не больше АЕ = 2.40 и 42 = 2АІЭ только
тогда, когда прямая І перпепдикулярна медиане АВ. Остается
сравнгггь ад и сід. Получается следующий ответ:

если угол А больше 90', то наибольшее значение суммы
расстояний от вершин В и С достигается для прямой І, перпен-
дикулярной стороне ВС (и проходящей через вершш-ту А);

если угол А меньше 90', то наибольшее значение суммы
расстояний от вершин В и С достигается для прямой І, перпен-
дикулярной медиане АВ (и проходящей через вершину А);

если угол А равен 90°, то наибольшее значение суммы рассто-
яний от вершин В и С достигается для двух прямых І, и 12,
перпендикулярных соответственно прямым ВС и АВ'(и прохо-
дящих через вершину А).

Отметим, что наше первоначальное рассуждеиие (приведшее к
выводу «І перпепдикулярна АВ›) неверно даже и для одного
случая - когда прямая І лежит вне треугольника и не пересекает
сторону ВС. Действительно, угол ВАО может быть тупым, и если
через вершину А провести прямую І перпендикулярно АО, она
пересечет сторону ВС.

Уггражжн-ше 2. Через вершину А треугольника АВС проведите прямую
так, чтобы сумма расстояний до этой прямой от вершин В и С треугольника
бЬІЛЗ НЗНМСН ЬЩСЙ .

Задача 3. Через точку пересечения двух окружностей прове-
дите секущую так, чтобы ее часть, заключенная внутри
кругов, была наибольшей.

Решение. Пусть данные окружности пересекаются в точках А
и М (рис.З,а). Проведем через точку А произвольную прямую.
пересекающую окружность с центром О, в точке В, а окружностъ
с центром О; - в точке С. Проведем перпендикуляры О,Н, и
ОдН; к прямой ВС. Легко видеть, что ВС = 2Н,Н2. Поскольку
Н|Н2 - ортогональная проекция отрезка 0.0; на прямую ВС,
НІН; = О|СЬ созои, где сх - угол между секущей ВС и линией
центров 0.02, так что

ВС= 2010,-созоі,

и отрезок ВС имеет наибольшую длину, равную 20.03, тогда и
только тогда, когда с1= 0, т.е. секушая ВС параллельна прямой
0:02-

Приведенное рассуждеиие, однако, неверно. Дело в том, что в
задаче говорится не об отрезке ВС, а об отрезке секущей,
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РР41

_ Рис.3

заключенном внутри кругов. Возможны три случая расположе-
ния точек В и С: секущую можно провести так, что эти точки
будут лежать

1) по разные стороны от точки А (рис.З,а);
2) по одну сторону от точки А (рис.З,б)
З) одна из них, например точка С, будет совпадать с точкой А

(сделайте рисунок).
В случае, если точка С лежит между точками А и В (рис.З,б).

отрезком секущей, заключенным внутри кругов, является не
отрезок ВС. а отрезок АВ - хорда окружности! Хорда же имеет
наибольшую длину, если она проходит через центр и является
диаметром окружности. Таким образом, следует еще выяснить,
какой из отрезков больше: отрезок, параллельный прямой 0,02,
длина которого равна 20.02 (убедитесь самостоятельно, что во
всех перечисленных случаях ВС = 2Н1Н;), или же диаметр 2Н
большей окружности (рис.3,в). Окончательно получается следу-
ющий ответ:

если О|Од > К, то секущую следует провести параллельно
линии центров 0.01;

если 0.02 < Н, то секущую следует провести через центр
большей окружности;

если 0.02 = К, то условию задачи удовлетворяют две прямые,
одна из которых параллельна 0.02, а другая проходит через
Центр большей окружности (рис.З,в).

Для окружностей одинакового радиуса получается аналогич-
ный ответ, только в случаях 010; ЅК К указанным прямым
доб вляется еще прямая, проходящая через центр второй окруж-
ности.

Упражнение 3. Через точку пересечения двух окружностей проведите
секущую так, чтобы ее часть, заключенная внутри кругов, была наименьшей.

В качестве упражнений приведем еще несколько задач с << реше-
ниями›, в которых читателю предлагается самостоятельно найти
ошибку. *
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Задача 4. Из всех треугольников АВС с данным основанием
ВС и данным углом при вершине А найдите треугольник,
имеющий наибольшую медиану, проведенную к основанию.

«Решением Пусть АВС - равнобедренный треугольник и
А'ВС - произвольный треугольник, имеющий с треугольником
АВС общее основание ВС и угол А' , равный углуА (рис.4). Тогда
точка А' лежит на дуге ВАС окружности, описанной около
треугольника АВС. Обозначнм центр этой окружности через О
и середину стороны ВС через В. Медиана АВ равнобедренного
треугольника АВС является его осью симметрии. Поэтому точка
О лежит наАВ и, следовательно, АВ =АО + ОВ. Из треугольника
А'ОВ имеем А'0 < А'О + ОО = АО + ОВ =АВ. Значит, из всех
треугольниковАВС сданиым основанием ВС и постоянным углом
А при вершине наибольшую медиану имеет равнобедренный.

Ё

АВ С ВС
Рис.4 Рис-5

Задача 5. Из всех треугольников АВС с данным основанием
ВС и постоянной высотой АН найдите треугольник, около
которого можно описать окружность наименьшего радиуса.

«Решением Пусть АВС - равнобедренный треугольник с
основанием ВС и постоянной высотой АН, и А,ВС - произволь-
ный треугольник с такой же высотой, точкиА и А, лежат на прямой
І, параллельной прямой ВС (Рис.5). Окружность, описанная
около треугольника АВС, касается І в точке А, значит, точка А,
лежит вне этой окружности. Поэтому угол А больше угла Ад.

Радиус окружности, описанной около треугольника АВС,
вычисляется по формуле В = йа- (а = ВС). А так как
зіп 4А > зіп .4А,, то наименьший радиус имеет окружность, опи-
санная около равнобедренного треугольника.

Ответ: равнобедренный треугольник с основанием ВС и дан-
ной высотой.

Задача 6. Высоты треугольника АВС пересекаются в точке
Н. Известно, что СН = АВ. Найдите угол при вершине С.
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«Решением Пусть ВВ и СЕ - высоты треугольника АВС
(рис.6). Поскольку треугольиики АВО и СВН имеют равные
гипотенузы (АВ=СН) и равные острые углы (ДАВВ = 90°-
--АВАС =ААСЕ), они равны. Поэтому ВО = СВ. Значит,
прямоугольный треугольник ВСЮ - равнобедренный, следова-
тельно, ААСВ=45°.

С 0 с
7

А Е В А н в в*
Рис. 6 Рис. 7

Задача 7. Определите площадь трапеции по двум диагона-
лям, равным 17 и 113, и высоте, равной 15.

«Решением ПустьАВС[) - данная трапеция, СН - ее высота
(рис.7). Проведем СВ' ІІВО до пересечения с АВ в точке В'.
Четырехугольник ВВСВ' -- параллелелограмм, так что

АВ'=АВ+ВВ'=АВ+СБ,
и поэтому площадь трапеции АВСО равна площади треугольни-
ка АВ'С .

Найдем АВ'. Из прямоугольных треугольников АСН и В'СН
по теореме Пифагора находим АН = ч/1132 -152 = 112, В'Н =
= ~./ї72 -152 = 8, так что АВ'=АН + В'Н= 120, и искомая площадь
трапеции равна 900 (кв. единиц).

В заключение мы можем дать такой общий совет: =п'обы
получить правильное решение геометрической задачи, решггге ее
для одного случая, а затем проверьте, годится ли найденное
решение для всех других возможных случаев. Не забывайте, что
треугольник может бьпъ не только остроугольным, что центр
описанной около треугольника окружности не всегда лежит
внутри треугольника, что угол при большем основании трапеции
может быть тупым и т.д. Иногда удается найти и такой подход
к задаче, который, обладая обшностью, позволяет получить
решение, охва-гывающее все возможные случаи. Решение одной
и той же задачи разными способами не только позволяет
отыскивать наиболее простое и красивое решение задачи, но и
служит эффекптвным средством контроля и проверки.



ДОКАЗАТЕЛЬСТВ0 ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

С. Сефибеков

В математических задачах часто бывает полезен такой прием:
двумя способами найти одну и ту же величину и приравнять
полученные для нее выражения. Пусть мы, например, двумя
способами нашли площадь некоторой фигуры. Если в одно из
выражений для площади входит, скажем, синус какого-либо
угла ос, то при помощи соотношения зіпа Ѕ1 из полученного
равенства можно получить некоторое неравенство, порой инте-
ресное. В статье этот прием иллюстрируется восемью задачами.
Эти задачи доступны восьмиклассникам, но они интересны и для
поступающих в вуз - задачи такого типа попадаются на устных
экзаменах.

Ключ к решению приведенных ниже задач - три формулы для
площадей. Как известно, площадь треугольника равна половине
произведения двух (любых) его сторон на синус угла между
ними:

.Ѕ`=%аЬзіпо1. (1)
Выведите отсюда, что площадь вьтуклого четырехугольника
равна половине произведения его диагоналей на синус угла
между ними':

$=%1,1,±~.апа. (2)
Докажите также, что площадь описанного многоугольника

равна половине произведения его периметра на радиус вписан-
ной окружности:

5 = Ёгг _ (3)
Задача 1. Докажите, что произведение любых двух сторон

треугольника не меньше произведения его периметра на радиус
вписанной окружности: аЬ 2 Рг.

'Почему не нужно указывать, какой именно угол между диагоналями
рассматривается?
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Решение. Достаточно приравнять выражения (1) и (3) для
площади треугольника и учесть, что зіпа 5 1.

Замечание. Из решения видно, что если угол между сторонами
с длинами а и Ь - не прямой, то

аЬ>Рг. (4)
Из неравенства (4) и замечания следует, что для любого

треугольника аЬ + Ьс + са > ЗР1* .
Задача 2. Докажите, что радиус К окружности, описанной

около произвольного треугольника, радиус т вписанной окруж-
ности и его периметр Р удовлетворяют неравенству

а) 115%,/Ё, (5)

если треугольник остроугольный или тупоугольный;
Л ;-

если треугольник прямоугольный.
Решение. а) Соединим центр О описанной окружности с

вершинами треугольника.
Для остроугольного треугольника (рис. 1)

5.-шс = 5,-тов + Ѕаос + Ѕсоя- (7)

По формуле (З)

5,8., = -Ё-гг, <в›
а по формуле (1)

Ѕддд = %К2зіпот, (9)

5505 = %В2ЅіПВ›

Ѕсод = %Е2$іПї.

Из равенств (7)-(11)

Рг= К2(зіпа+зіп|З+$іп-у). (12)
Из общих свойств синуса Ѕіпот + $іп|З + віпу 5 З. Поскольку

ст + [З + 7 = Зб0°,

$іпот+$іп|З+$іпу <З. (13)
Для тупоугольного треугольника (с тупым углом в вершине В

- рис. 2)
Ѕлвс = (5хов _ Ѕсов) " Ѕлос
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_ . сЁ
\ І

А А” 'її " 1,0/В

с
Рис. 1 Рис.2

или
Рг = К2(зіпа+$іп|З-зіп(о1+В)). (14)

Поскольку ст 51, $іпВ 51, зіп(с: +|3) 2 -1 и от+[3 :±180°, мы
имеем зіпог.+зіпВ - $іп(а + В) <3. Отсюда и из (14) получаем
(5).

б) Соединим вершину прямого угла С с центром О описанной
окружности. Для прямоугольного треугольника АВС аналог
равенств (12), (14) имеет вид:

Рт = К2(зіп 4АОС + зіп АСОВ).

РОтсюда Ё Ѕ 2, что доказывает неравенство (6).

Если АА = АВ = 45°, то В = %,/Рг ; в этом случае радиус Е
принимает наименьшее значение. Таким образом, из всех прямо-
угольных треугольников е фиксированным произведением Рг
или, что все равно (см. формулу (3)), с фиксированной пло-
щадью Ѕ, минимальный радиус К имеет равнобедренный треу-
гольник.

Задача 3. Докажите, что периметр Р четырехугольника,
описанного около окружности радиусом г, и длины его диагона-
лей ІІ, 12 удовлетворяют неравенству

2 2
РгЅ--ЬЁІ2.

Решение. Из формул (2) и (3)

Рт= І,І2зіпа. (15)
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2 2
Из неравенства (І, -- 12)? 2 О следует 1,12 5 іёё-, откуда, в силу
( 15), получаем искомое неравенство.

Если диагонали четырехугольника взаимно перпендикуляр-
ны, то зіпа = 1, т.е. Рг = 1,12. Если еще 1, = 12 = 1 (т.е.
четырехугольник - квадрат), то

Рг=12=ї-ЦЁІЁ.

Задача 4. В вьтуклом четырехугольнике АВСО диагонали АС
и ВВ пересекаются в точке О. Пусть Н, Рд, Р3 и Н -
периметры, соответственно, треугольников АОВ, ВОС, СОО
и ІЭОА, а т,, тд, тд и 1,, - радиусы вписанных в них окружнос-
тей. Докажите неравенство

оА~ов-осовг,/(л›,).(р,г,).(л_г,).(г,г,). (тв)
Решение. С одной стороны, по формуле (3)

5,0, = Ёнд. (17)
С другой стороны, по формуле (1)

Ѕд0д='%ОА'ОВЅіП4АОВ.

Из (17) и (18)
Нт,ЅОА-ОВ. (19)

Аналогично,

В3Т3ЅОс°О0,

Вт Ѕ ОВ-ОА. (22)

Из (19) - (22) легко получается требуемое неравенство.
Равенство достигается, когда АС.І.ВВ. Из (16) и (13) легко

получается неравенство
5,0, .5_,,0С »вт -5,0, Ѕ Ё-он* -ов* - ос* -оо2.

Задача 5. Докажите, что для выпуклого четырехугольника
АВСО справедливо неравенство

Ѕть 5 “З “І ТЗ * Ш. (23)
где а, Ь, с, сі - длины его сторон.
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Решение. Разобьем четырехуголь- В
ник диагональю на два треугольни- Ь
ка (рис. 3). Тогда а С

Ѕлвсо = Ѕлвс "' Ѕнос- С

По формуле (1) А д
_ В

Ѕдвс = ЁЁЬЅІП . Рис_3

2 2а + ЬОтсюда и из неравенства аЬ 5ї получаем

Ѕлвс Ѕ ф . (24)

Аналогично 2 2
5,,,,с 5 9-її-_ (25)

Из (24) и (25) получаем требуемое неравенство.
Если АВ= 41): 90° и а = Ь = с = 1:1, т.е. четырехугольник

АВСО - квадрат, то соотношение (23) превращается в равен-
ство.

Упражнения
1. Докажите, что для трапеции с высотой 11, диагоналями 1,, 12 и

основаниями а, Ь
1112“пт-

2. Докажите, что для треугольника АВС
Ѕдвс < %'(а2 + Ь: + С2),

где а, Ь, с - длины сторон.
З. Докажите, что для выпуклого четырехугольника АВСО

Ѕддсд < %(ад+Ь*+с*+а'*+е*-1-Ії),

где а, Ь, с, 1:1 - длины сторон, е, /' - длины диагоналей.



ВООРУЖИВШИСЬ МЕТОДОМ КООРДИНАТ

И. Габович, П. Горнштейн

Задача 1. При повороте координатной плоскости на угол ст.
с центром в точке М точка А(1;2) переходит в А,(6;5), а
В(1:4) - в В,(-1:5). Найдите образ точки С(1;3). Найдите
образ еще одной точки (по вашему усмотрению). Найдите
величину угла о. и координаты точки М.

Решение. Отметим на координатной плоскости точки А, А, , В,
В, и С (рис. 1) Для определения координат (х; у) точки М

/Ху І _ І Е і _ воспользуемся тем, что поворот
___._,,__._,__:_,__ ,Ьїї М И ЯВЛЯЕТСЯ ДВИЖЄНИЄМ И ПОЭТОМУ

Ё

(В 1,
','ЕГ' ':"'*1'*“:'"

\ . 1 -
.-і-_± / *_ ь.за 1 в, сўїл,

- 7:... __.ї___.._т_.ї.-Г_..

- _ і--ц-1----9_-~ -0-- ----ф-'«_--Ё_- _-._-

1`*ї'('
' 1 1___ ___ ___.__ -_-__ц_ ___д.9_ _..___._і._Т._ї;._д__.

' 1 ¦* 1

«Ь-.дтгг 31 2
Рис.1

5* двггтїг

не мл* = МАЗ и ме* = мвї, т.е.

+-І- .«--н

(1-1)* ку-2›*=<:-в›*+о-эт.
(1-1)* у-4›*=<=«-4›*+о-ЗУ.

Решая эту систему, находим, что
х=2 и у=6.

Пусть при указанном повороте
точка С переходит в С,. Опреде-
лим координаты (х,; у,) точки
С,. Точка С, как нетрудно заме-

тить, является серединой АВ, и поэтому ее образ - точка С, -
является серединой А,В,. Учитывая это, получаем, что точка С,
имеет координаты (5;5).

Определим теперь величину угла 0.. Заметив, что абсциссы
точек А и В одинаковы (АВ|| Оу) и ординаты точек А, и В,
одинаковы _$А,В, Ох), заключаем, что модуль угла поворота
равен тт/2. ак как поворот на 90°, совмещающий МА с МА,,
направлен против часовой стрелки, сх = +1:/2.

Осталось найти образ еще одной точки («по нашему усмотре-
ниюь). Проще всего, конечно, взять точку М(2;6), образ кото-
рой совпадает с ней самой. Задача решена.
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Чтобы научиться решать подобные задачи (они часто попада-
ются на экзаменах), вычислим образ еще одной точки (В).

Пусть О(3;1), ее образ при повороте - точка 0,. Определим
координаты (х,' у) точки 0,. Для этого воспользуемся равен-
ствами

МЮ? = МВ2 и А,1.')? = АВ2,

равносильными системе

(2-х)2+(6-у)2=26, (1)

(в-1)* +(5-у)* =5.
Решая систему (1), находим

101
хі = 71* І2 _ 17 '

у! = 7, у = Ё.

2 17
Теперь необходимо выяснить, какое из полученных решений

является координатами точки 0,. Взглянув на чертеж, читатель
сразу увидит, что правильным является первое решение, а
второе - постороннее. На экзамене, однако, требуется строгое
обоснование выбора правильного решения. Прежде чем привес-
ти это обоснование, выясним
геометрический смысл полу-
ченных решений и объясним,
почему их два.

Первое уравнение системы
(1) есть уравнение окружнос-
ти с центром в точке М и
радиусом, равным МВ (рис.
2). Второе уравнение системы
(1) - уравнение окружности с
центром в точке А, и радиу-
сом, равньтм АВ. Вторая ок-
ружность пересекает первую в
двух точках - 1Э{(7;7)и

, уі 1 ,з'__Ґ~:_-

_слО:-4Ф
4

4!

ПЧдням Й, _* _ Т

1”_,,, 2
Тел, '__

х__ в / ›1о1_1-47, 2 = и/ “йа-п”_ і В ,
-*І\.1Сд3:ІЬ

О _. на Ё” г.л СВ "':3 оо Н
Рис.2

Ц* (101,/17; 47/17), одна из которых является образом точки 0.
(Если же точка О принадлежит, например, лучу МА, то вторая
окружность будет касаться первой, и мы получим одно решение
системы (1), которое и будет искомым.)

Ясно, что АВМЩ и АВМВҐ - равнобедренные и лишь один
из углов АВМЦ , АОМВГ равен о. (в нашей задаче ст = п/2).
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Определим, какой. Рассмотрим АВМЩ . Найдем ВЦ:

щ>;=,/(1-3)* +(1-1)* = ,/5.
Пусть Р - середина ОЦ, тогда ВР = (1/2),/Ё. Из АВМР :

зіп4ОМР=-Ёїі-= =-Ё

дэмг = Ё =› гомо, =
І\.7

Замечание. Из двух точек, получающихся при отыскании
образа некоторой точки 1\1(а; Ь), естественно выбрать для
проверки ту, координаты которой «проще» (это облегчает вы-
=п4сления). Если выяснится, что выбранная для проверки точка
дает нужное решение, то она и является образом точки М. Если
- не дает, то, естественно, образом точки является вторая
точка.

Задача 2. На координатной плоскости расположен квадрат
АВСО. Вершины А и В квадрата лежат на графике функции

у ІВ, ф _ _ у=х2,авершиныСиО -
А ~ ' г 4--1-*-*-Ь на графикеаункции у=х-4.

* 2 * г* Определите длину стороны
* “Ц * квадрата.

- ;, г "'“ " , , Решеъпте. На координатной
' 1 1 1 плоскости (рис. З) изображе-

А* В* * Ъ ' 01” ф ф ции 21 ,\ * / * _ ны а ики нк =х ,эшйц 2» 1 ' П) У у

1 _5,
ЧІІ

`"'Ь

Ь_

-,_-Ц_
__.1._..

_д_

*З у=х - 4 и квадрат/ІВСВ, рас-
(ІЁШЩ 1 положенный так, как указа-

*4 \ ппШ- но в условии. Поскольку пря-
-3-31 гр? мая у=х - 4 перпендикуляр-

* 0 Ч-Ф ---,ч _Ь_<т_

__Ф_
Н

_ - . + на прямой у=-х, АС|| Ох и
риса ВВ||Оу. Пусть АС=1 и

' А(х,;у,), тогда: С(х, +1;у,);
В(х, +1/2; у, +1/2); В(х, +1/2; у, -1/2). Найдем 1. Учитывая, что
вершины А и В лежат на графике функции у = хз, а вершина В
принадлежит графику функции у=х-4, составляем систему:

Уж:-1:1» 1/1:-11»
1* 2 1*у,+-= х,+ї , <:=> х,+-= х,+ї , (2)

И--=х 1- --=д+%-4
Іч-чІ\.1--

+
Ь.)

Р- Н -'ю МЫІ\.'›--
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Из второго уравнения системы (2) находим х,:
х1 =  О

4
Найденное значение х, подставляем в последнее уравнение
системы (2):

22-1 мы 1-(Т)'т- 4 +2 4-
откуда 1, =6 и 12=1О.

Таким образом, для 'стороны квадрата мы получили два
значения: ЗЛ и 5×/2, т.е. задача имеет два решения (на рисунке
3 им соответствуют два квадрата: АВСО и А'В'С'В').

Задача 3. Длина ребра куба К1.М1\1К,Ь,М,1\1,
(КК,[|І.1,, ММ, МН, ) равна 1. На ребре К1. взята точка А
так, что длина отрезка КА А 2
равна 1/4. На ребре ММ, взята ,Ь М
точка В так, что длина отрез- *-1 ~ - - '
ка М,В равна 2/5. Через центр
куба О и точки А и В проведена І .
плоскость ст. Точка Р - проек- К :
ция вершины К, на плоскость
0.. Найдите длину отрезка АР. \Р, ,И

Решение. Для решения этой ,,г1:
задачи с помощью метода коор- 5 \\ 1/
динат нет необходимости стро- *Ґ
ить сечение куба плоскостью о.. '
(Это сечение, однако, изображе-
но на рисунке 4, а ниже мы х р,,с_4
объясним, как его построить). В
качестве системы координат мы возьмем систему Ьхуг, где оси
Ьх, Ьу, 1,2 направлены по ЬК, ЬМ, 1.1., соответственно.

Треугольник АК,Р - прямоугольный, так как К,Р_1_а по
условию. Поэтому

АР = ,/АКЁ - К,Р2. (3)
Найдем координаты точек А, В, О и К,: А(З/4; 0; 0); В(0; 1;

З/5);О(1/2:1/2:1/2)и К,(1;0;1).
Из АКК,А находим АКЁ =1%. Ддшну отрезка К,Р найдем,

как расстояние от точки К, до плоскости 0:, воспользовавшись
формулой

Ё

~,\/Г` *,Х¦
Г;-,ц':_\,,¦,__.\9__цІ;\\̀1 __\,Ѕ%_\___--.\.д_̀

\,,5\\\:€Н _"“_т___3?З1”св г.@\і/го`×

др ' І
І

57

'1г_
І .-

`\\
\. \ І

І

|ах,,+Ьх,,+с2,,+д[
К;о - е- -~ , (4)

р( 1 ) \/а2+Ь2+с2
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где (х,,;у,,;2,,) - координаты точки К,, а числа а, Ь, с и а -
координаты уравнения

ах+Ьу+с2+с1=0, (5)
определяющего плоскость о:.

Чтобы найти значения а. Ь, с и 01, подставим в уравнение (5)
координаты точек А, В и О. Получим систему:

,Ёа+а=ц

мс:-1-“д-°

<Ь+ с+с1=0,

Ё+ +Ё+д=0,2 ' 2
Решая эту систему, находим: а = -(4/3)а1; Ь = -(3/2)а1 и

с = (5/6)с1. Подставив найденные значения а, Ь и с в (5), после
элементарных преобразований получаем уравнение плоскос-
ти о.:

8х+9у-5г46=0.

Теперь по формуле (4) определим

8-1+9-0-5-1-
К'Р“°(К““)=| мм б|=Ё'

И, наконец, из (3) находим АР:

17 9 1 1373*'“°'1гє'пд -т\1“н~
Замечание. На «чистовикеъ решения этой задачи приводить

чертеж не обязательно. Полезно, однако, сделать чертеж на
черновике. Ради большей наглядности мы приводим здесь по-
строение сечения данного куба плоскостью С1 (рис. 4). Находим
точку Ѕ, в которой прямая ОВ, принадлежащая ст, пересечет
ребро КК,. ЅА - отрезок, по которому о. пересекает грань
КК,1.,1.. Ясно, что ст. пересекает грань 1\1Ы,М,М по отрезку ВТ,
параллельному АЅ. О = ВТЙММ; очевидно, О ео и О е КЬМ ,
АО = осПК1.М ; находим О = АОПЬМ . Теперь уже построение
сечения не вызывает затруднений.

Задача 4. Основанием пирамиды ЅАВС является разносто-
ронний треугольник АВС, длина стороны которого равна 4×/2 .
Боковое ребро ЅС перпендикулярно плоскости основания и
имеет длину 2. Найдите величину угла и расстояние между
скрещивающимися прямыми, одна из которых проходит через
64



точку Ѕ и середину ребра ВС, а 2
другая проходит через точку С и 5
середину ребра АВ.

Решение. ЅАВС (рис. 5) - дан-
ная в условии пирамида. Точки Е
и Р - середины ребер ВС и АВ С А 3/
СООТВЄТСТВЄННО. ВВЄДЄМ СИСТЕМУ
координат, как показано на ри- ЕС Р
сунке". определим координаты І В
вершин пирамиды и точек Е и Р:
А(0; 4×/Ё; 0); В(2,/6: 2~/2; 0) Р"°'5
(абсцисса точки В находится как высота равностороннего треу-
гольника из соотношения 1:= (а\13)/2, где 11 - высота и а -
сторона треугольника): С(0: 0: 0): .Ѕ`(0: 0: 2): Е(\/6: «/2; 0) и
Р(\(Ё 3 3»/2; 0). Угол между скрещивающимися пря_мыми_нахо-
дится с помощью скалярного умножения векторов ЅЕ и СР ; он
равен 1:/4.

Для определения расстояния между скрещивающимися пря-
мыми проведем в плоскости АВС через точку Е прямую, парал-
лельную СР; О - точка, в которой эта п ямая пересекает
сторонуАВ. Очевщно, чтокоординатът Сібудут /2;512/2; О)
(проверьте самостоятельно).

Пересекающиеся прямые ЅЕ и ЕС (или, что то же, три точки:
.Ѕ`, Е, О) определяют некоторую плоскость

ах+Ьу+сг+д=0, (6)

которая параллельна прямой СР (так как ЕСНСР ) и содержит
ЅЕ. Поэтому расстояние от любой точки СР до плоскости ЅЕО
равно расстоянию между скрещивающимися прямыми ЅЕ и СР.

Определим теперь значения коэффициентов а, Ь, с и а1 в
уравнении (6). Подставив в уравнение (6) координаты точек Ѕ,
Е и С, получаем систему

2с+а=О,
\/6а+,/2Ь+а1=0,

-3%-_€а+і`2'{-Е-Ь+с1=0.

Из нее находим: а= -(16/4)д; Ь = (\/2/4)а1 и с = -(1/2)а1.

'Здесь чертеж простой, и его Целесообразно привести в «чистовике›
решения.
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Подставив найденные значения а, Ь и с в (6), после элементар-
ных преобразований получаем уравнение

~/6х-~/2у+2г-4=0.
В качестве произвольной точки прямой СР выберем точку С и

определим (аналогично тому, как мы это сделали в предыдущей
задаче) ее расстояние до плоскости ЅЕС:

4 2 3
°(“$Е6)7716Ьё|+т

Итак, искомое расстояние между скрещивающимися прямыми
ЅЕ и СР равно 2»/3/3.

Задача 5. Сторона основания правильной треугольной пира-
миды равна 2~/6, а высота - 3. ВершинаА куба АВСО А,В,С,В,

находится в центре основания
пирамиды, вершина С, - на вы-.Ѕ`

г,І
,_1 соте пирамиды, а ребро СВ ле-

жит в плоскости одной из боко-
вых граней. Найдите длину реб-
ра куба.

Решеъше. Пусть ребро СО куба
лежит в грани ЅМР (это не нару-
шает общности). Введем систему
координат Ахуг, где оси Ах, Ау,
Аг направлены по ребрам куба
АВ, АВ, АА, соответственно (рис.

Рис. 6 6). Пусть АВ=т. Очевидно, точка
С имеет координаты (т; т; 0).

Если длина диагонали куба равна а, то его ребра имеют длину
а~/3/3. Из этого и ЅА=3 леп<о вывести, что в выбранной нами
системе координат точка Ѕ имеет координаты ((13 : Ё ; 73 ).

Пусть
ах+Ьу+сг+с1=0 (7)

- уравнение плоскости грани ЅМР в выбранной нами системе
координат. Так как плоскость ЅМР не проходит через начало
координат, ті := 0. Коэффиштенты в уравнении (7) определяются
(как это уже делалось выше) из того, что точки С, В и Ѕ
принадлежат плоскости (7). Имеем

та+тЬ+а1=0,
тЬ+а1=0,

\/3а+\/3Ь+\/3с+а1=0.
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Решая эту систему, находим

2-=о, ь=-а/т, с= їзіёта.

Подставив найденные значения а, Ь и с в (7), приходим к
уравнению

\/Зу+(т-~/3):-тч/3 = 0.

Воспользовавшись формулой (4), найдем расстояние от точки
А(0: 0: 0) до плоскости грани ЅМР:

р(А:.Ѕ`МР)- _ |_тЛ| -- - т`/5 __-. (8)
`}3+(т_`/5)2 \/тп* -2т~/3+6

Определим теперь то же расстояние друшм способом. Прове-
дем в грани ЅМР апофему ЅК гшрамиды и соединим точку К с
точкой А. В АЅАК проведем АІ..І..$`К ; АІ. - расстояние точки
А до грани ЅМР (обоснуйте!).

Так как данная пирамида правильная,

Ак=і2`/56"/5 =~/5.
Из АЅАК:

$т<=,/її,
А,_=5А.А15=з~/5

зк дп:
Приравняв полученное в (8) выражение для р(А; ЅМР) най-

денному значению А1., получаем уравнение

_ т~/З _ 3~/2
,1т2 - 2т\/З + 6 \/П І

из которого и находим т:

т=

Упражнения
1. Длина ребра куба АВС1ЭА,В,С,0, (АА,|ВВ,||СС,и 00,) равна 1. На

ребре АА, взята точка Е так, что длина отрезка АЕ равна 1/3. На ребре
ВС взята точка Р так, что длина ВР равна 1/4. Через центр куба и точки
Е и Р проведена плоскость О., Найдите расстояние от вершины В, до
плоскости (І.

2. Основанием пирамиды ЅАВС является равнобедренный п ямоуголь-
ный треугольник АВС, длина гипотенузы АВ которого равна 4\/Ё . Боковое

З* 67



ребро пирамиды ЅС перпендикулярно плоскости основания и его длина
равна 2. Найдите величину угла и расстояние между скрещивающимися
прямыми. одна из которых проходит через точку Ѕ и середину ребра АС, а
другая проходит через точку С и середину ребра АВ.

З. Сторона основания правильной треугольной призмы АВСА,В,С, равна
3, а высота 4,/3. Вершина правильного тсграэдра лежит на отрезке,
соелиняющем центры граней АВС и А,В,С,. Плоско-сть основания этого
тетраэдра совпадает с плоскостью основания АВС призмы, а плоскость
одной из боковых граней проходит через диагональ АВ, боковой грани
призмы. Найдите длину ребра призмы.

4. Графики функций у= І/(21) и у=(17/З)-2х, рассматриваемые в
первой координатной четверти (х>0; у>0), пересекаются в точках А и В.
Гипотенуза равнобедренного прямоугольного треугольника перпендикуляр-
на оси ОХ, две его вершины лежат на первом трафике, а третъя - на отрезке
АВ. Найдите длины сторон треугольника.

5. В основании параллелепипеда лежит параллелограмм АВСО, острый
угол А которого имеет величину 60', длины сторон АВ и ВС равны,
соответственно, а и 2а. Боковые ребра А.А,. ВВ,, СС, и ВО, параллелепи-
педа перпендикуляриы плоскости основания, их длина равна а. Через
вершины А, В, и В, параллелепипеда проведена плоскость. Найдите
расстояние от вершины С до этой плоскости.

6. Площадь прямоугольника АВСО равна 48, длина диагонали равна 10.
На плоскости выбрана точка О, удаленная от вершин В и В на одинаковое
расстояние, равное 13. Найдите расстояние от точки О до ближайшей
вершины прямоугольника.

7. В основании треугольной пирамиды ЅАВС лежит прямоугольный
треугольник АВС, длины катетов АВ и АС которого равны За и 4а
соответственно. Ребро ЅА пирамиды перпендикулярно плоскости основания
и имеет длину а. Через середины ребер АВ, ЅС и точку, лежащую на ребре
АС и удаленную от вершины А на расстояние а, проведена плоскость.
Определите величину двугранного угла, образованного этой плоскостью и
плоскостью основания.



СКАЛЯРНОЕ УМНОЖЕІ-ІИЕ ВЕКТОРОВ

И. Габович, П. Горнштейн

Скалярное умножение векторов является одним из основных
понятий векторной алгебры. Его свойства широко используются
при доказательстве теорем и решении задач.

В этой статье мы проиллюстрируем применение скалярного
умножения векторов к решению геометрических задач, предла-
гавшихся в последние годы на вступительных экзаменах в
разных вузах нашей страны. Мы не будем останавливаться на
теории этого вопроса. Перейдем к решению задач.

Задача 1. Сторона основания правильной треугольной при-
змы АВСА,В,С, имеет длину а. Вершины М и Н правильного
тетраздра ММРО лежат на пря- ,4 1 В,
мой, проходящей через точки С, и - “ _ - - - - - _ '"
В, а вершины Р и О - на прямой С
А,С. Найдите 1) объем призмы; 2)
расстояние между серединами
отрезков ММ и РО.
4Рещ›еииед Рас_смотри_м векторы

СА, СВ, СС,_›, СА; и_›ВС1 (ри5.1)- 0
Обозначнм СА = и, СВ= о, СС, = д О В
= 1: и \11| = 1:. Из условия следует,

что ҐІ ҐІ гг Си _ О _ ' Рис.1Так как в правильном тетраэдре
(как, впрочем, и во всякой правильной треугольной пирамиде)
любые два, скрещивающиеся _ребра взаимно перпендикулярны,
то СА,_1_ВС,. Поэтому СА,- ВС, = О. Но в наших обозначениях

сТ=1,=їІ+Ъ` И в_Ё:,=її-2,

її

СЛЁДОВЗТЄЛЬНО ,
-› -› -› -› -› -› -›

(и+12)-(12- о)=0, -и-о+Іт2- =0.ЁФ З-Ф Ёті СЗФ
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-Р-Г-Ф-Ф ._› _;

Учитывая, что 11 .І. и , 12 .І. 0 и угол между векторами и и о равен
Ё, получаем

21:2-і=о, или ь= -Ч-,2 ,/5
откуда находим объем призмы

у=_'і~Ё.д=..Ч.3_*і4 Ё з"
Пусть К и 1. - середины отрезков РО и ММ соответственно.

Найдем КЬ. Заметим, что К1. является общим перпендикуляром
ребер РО и МН (докажите это сами), т.е. К1. - расстояние
между скрещивающимися прямыми СА, и ВС,.

Существует несколько способов вычисления расстояния меЖду
скрещивающимися прямыми. Мы определим искомое расстоя-
ние с помощью скалярного умножения. При этом, как мы
увидим, не будет необходимости строить общий перпендикуляр.
Важен лишь факт его существования. Так как К и І. лежат на
прямых СА, и ВС, соответственно, имеем

С_К=хС-А,=х'й+х11,В›1,=уВ-С,=у12›-уд. (ч=)

Ясно (см. рис.1), что
-Ъ -І* -І -Р -Ъ -Р -Р -І -Ь-І

К1. = КС+ СВ+ ВІ, = -СК+ СВ+ ВЬ = -хи-х12+ о+

+у11-уо= -хи+ (1-у)о+ (у-х)/2.

Как указывалось выше, К1, является общим перпендикуляром
скрещивающихся прямых СА, и ВС,. Поэтому

тїь сд, = о,

131.- всҐ= о
ИЛИ

Е-хй+ (1 - у) д+ (у- х)11Ій+ = 0,

(-х и+ (1 - у) о+ (у - х) Ітїй- = 0.

После выполнения элементарных преобразований получаем

х = 1 и у = 2.
3 3
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Теперь уже можно определить КІ. через скалярный квадрат
вектора КІ.:

7: ,___Ф
Ц);-Ь

5:1,+
(4):-Ь

Ф
+

(ддь-Ь
=-Ф=-- -0 -

1,0:-Ь м›°¦,_,

ІЧ1к1*=к13=39-а2+%а2+- _-2.%а2-%=%,
аК1. `/Ё .

Замечание. На рисунке 1 правильный тетраэдр ММРО изобра-
жен так, что середины К и І. скрещивающихся ребер ММ и РО
лежат на отрезках А,С и ВС,. В условии же задачи сказано, что
эти точки лежат на прямых А,С и ВС,. Это мы учли в формулах
(* ), где х и у могут быть больше 1 или меньше 0. Но вычисления
показали, что х = 1/3, у = 2/3, т.е. точки К и 1. действительно
лежат на соответствующих отрезках, как показано на рисунке 1.

Задача 2. Основанием треугольной пирамиды РНРО являет-
ся равнобедренный прямоугольный треугольник НРО, гипоте-
нуза которого РО равна 212 . Е
Боковое ребро РН перпендику-
лярно плоскости основания и
длина его равна 1. Найдите угол
и расстояние между прямыми
РР и НМ, где Р - середина НР Н
и М - середина РО.

Решение. Выполним парал- Ні
лельный перенос прямой НМ,
переводящий ее в прямую Н,1\1,, р,,,с_2
проходящую через точку Р (рис.
2). Обозначнм АКРН = ср, АНРН, = В и АКРН, = 7 _ Из
условия задачи непосредственно следует, что

ле/ ..,/"
Ф = В =

Определим искомый угол у с помощью формулы
созу = созср-созр. (1)

Получим

Определим теперь расстояние между прямыми КР и НН. Пу_сть
АВ - их общий перпендикуляр. Рассмотрим векторы НР, НО,

-Ъ -Ъ -І -Р -І -ў -Ъ -Ъ -І

НК, ВР, НА, НМ и АВ. Обозначнм: НР = р, НО = а и
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-› -› -Ь-Ь -Ь

НР = г . Остальные векторы выразим через р. 4 и г . Очевид-
но, что|р| = |а| = 2 и |г| = 1. Пусть ІКА|= х}КР|, |НВ| = у|Н1\1|.
ТогдаКА = хНР и НВ = уНМ.

-І 1-Ф -І -Ъ 1-Ё 1-І _)

Очевидно, \п-о КР = Ер- т и НМ = їр+ 5:7 (НМ - медиана

в треугольнике НРО). Поэтому

КА=%р-хг, НВ=%р+%а.
-Р -9 -ў --Е

Выразим теперь АВ через векторы р, а, г :

,Ґв = 2Ґя+ яЪ+ гїв = - Ёл- 1їя+ тїв =
-Г -Г -'Р -Р 1 -Г -'Г -Р

=-- г-т+%р+%а=5(у-х)р+%а+(х-1)т.
МН ТІ5-1»+ Н

так как лвткг И лвтнм, ть лчв-тїг = 0 и лчв-нам = о.
Составляем систему

1 -Р -Ъ(ёо-х›Б+%Б+ (1-1›?І,р-«]=<›.
(%(у-х)р+-%д+(х- 0.

-Э -Э -Ъ

Из этой системы, учитывая, что векторы р, а, г взаимно

перпендикулярны и ІЪІ = \д| =2, а 7: = 1, находим, что х =2/3
и у = 1/3. Найдем теперь АВ:

2 1* 1* 1* "г 1 1 1 1 ,/5Ав=-- - -- ,лв =-«4 --4 -=-, в=-.атс” з' зв "зе +9 з А з
Задача 3. В трапеции АВСО боковая сторона СВ перпен-

дикулярна основанию АО, ВС = а, АВ = Ь (а < Ь). На основании
АВ существует такая точка М, что МВ перпендикулярен АС,
а МС перпендикулярен_1ЗВ _ _!-Іайдите высоіпу трапец_ии. _,

Решение. Полржиьі ВС›= а, АВ = Ь, СВ = 1: и МО = у
(рт,е.здтогд9__во = а + к, сїи =2Ё - Ё, Айс =Ё +2 И вЁ4=
= а_,+ 1:_›- у. Так как векторы ВО и СМ перпендикулярны,
то ВВ- СМ = 0, откуда

Е;-Ъ = О

72



тд/
Рис.5”

или
-›-› -›2

-а-у+1:- =0. (2)

вектор 1: перпендикулярен векторам а и у, то а›І: =
= = 0. Поэтому из (2) имеем

-Ь'їў+ ь* = о. <з›

::'
ь-тк ч:4,;

7!

91 =-: 9-т че1

-Р -Р *У -Р

Так как векторы а и у коллинеарньт и сонаправлены, то а- у =
= ау. Поэтому из (3) следует, что

122 = ау. (4)
-Ъ -Р -Р "Ъ

Так как векторы АС и ВМ перпендикулярны, то АС-ВМ = 0
или

-;І›]°[;+;2›-Ё): - _ _ =0.

К УЖЕ ОТМЄЧЗЛОСЬ = =0. на ТОМ ЖЄ ОСНОВВНИИ

ЧФ з-ФЗ:/'с_'\,
"Ф ,Ъ_ ±_ЁЧ*

ФФ+

Ч*9-1 «еть-т

он «ет от ь-т ь-1
Б.)

+ :;-4 «ет

= 0. Поэтому из (5) имеем
-› -› -› -› 42 2 аЬ_;22ьь-ь.у-п =о, аь-ьу-ь =о, у=т_. (в)

Значение у из (6) подставляем в (4):
2 2

;,2 =її
Ь

откуда
;,=_Ъ[Ё:_

#а+Ь`
Задача 4. Треугольник АОВ повернут в своей плоскости

вокруг вершины О на 9О°, причем вершина А перешла в А', а
вершина В - в В'. Докажите, что в треугольнике ОАВ'
медиана, проведенная к стороне АВ', является высотой для
треугольника ОА'В (аналогично медиана к стороне А'В в
треугольнике ОА'В является высотой для АОАВ' ).
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_›Решеітие. Пусдъ С_,- середъпта АВ' (рис. 4). Докажем, что
ОС.І.А'Б, т.е. ОС- А'Б = 0; имеем

г г гОС=:-2-[О/1+ОВ], АВ=ОБ-ОА ,

сїс- Адв = Ёпбл-+ оЪ']-[дв-_ оЁ1']=

=%[5л.б`в-б'л.оЁ4'+сїв-оЪ*-о`1з=-ої-1*).

Из условия следует, что бА_І.О_А' и бВ±ОЪ'. Поэтому
ОА~ОА' = ОВ-ОВ' = 0. Кроме того, ясно, что ІОАІ = |ОА' І,
|5в| = |0Ъ'| и глов = 2л'ов'. поэтому 54-сїв=ол'.

-р -Ъ

Таким образом, ОС- А'В = 0.
Аналогично доказывается и вторая часть задачи.

Рис.4 Рис.5 к

Задача 5. В правильном тетраэдре ВАВС отрезок МЪ1
соединяет середину ребра АО с центром грани ВСІЭ, а отрезок
ОР соединяет середину ребра СВ с центром грани АВС.
Найдите угол между отрезками ММ и РО.

Решение. Положим АВ = а (рис.5).Очевидно, что МВ =а/2,
ВО = а/2, ОМ = (ам/3)/3. НЄтрУдно показать (вьгчислите сами),
что ор = (оч/Ё)/З, Ро = мы = о/2. 4 4

Пусть ср - величина угла между векторами МН и РО.
Найдем значение ф из определения скалярного умножения двух
векторов: _, _,

М - Рсозср - -Ьї _? _ (7)
ІМНІ-ІРОІ
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Запишем очевидные векторные равенства

лїм =_1«×їо+ Бы, до = о"о+ БР. (8)
Значения М›1\1 и РЧО из (8) подставляем в (7):

[л«?в+ 1331). Ктїо- БР)
созср = -----_:-- _, -

ІМНІ-ІРОІ
= лїо-б'о+ оды-до -вїч-БР (9)

мы-Ро" “ " мы-го"
Заметим, что АМВО = Ёп и ДРВМ = 1:- АМВР. Очевидно,

что соз АМ1ЭР= -Ё-Ё-, а со$Д\1ВР =
Учитывая сказанное выше, получаем

ад а2 а2 4а2МФ _ 'ї*1г*ї"т' _ 1
2 _ 5 18 '
2 2

а ср = атссозй и есть угол между отрезками ММ и РО.
Задача 6. Длина каждого ребра треугольной пирамиды ЅАВС

равна 1, ВВ - высота треугольника АВС. Равносторонний
треугольник ВЕБ лежит в плоскости, образующей угол (р с
ребрам АС, причем точки Ѕ и Е 5
лежат по одну сторону от плос- 5
кости АВС. Найдите расстояние « І,

/ І

между точками Ѕ и Е. І
Решение. Проведем (рис. 6) в /

треугольнике ВВЕ высоту ЕМ и д ,
соединим точки О и Е. Через точ- 1 / І '
ку М проведем МЫІІАС и ,4 ±:-Ё4;_-_-;=- В
МРІІЅО. Так как отрезки МН и О
АС параллельны, то они составля- І) , М
ют с плоскостью ВВЕ равные углы. С -Р
Так как М1\1_1.ВВ и ЕМ.ЬВВ, то р,,с_5
ДЕММ , как лепсо понять, являет-
ся тем углом, который ММ (а значит и АС) составляет с
плоскостью ВЕБ, т.е. 4ЕММ = ср. Так как МРІІЅО, то
МР_І.АВС и следовательно, МР.І_ВІЭ и МР_І_ММ. Поэтому
АЕМР = 90' + (р. Очевидно, что

525 = $`Ь+ о`1ї4+ Ив.
75



Найдем скалярный квадрат вектора .Ѕ`_Ё:

ЅЁ2 = $Ё›2+ оми м`Ё2+ 2-ЅЪ-оїи+ 2-ЅЪ-1~їв+ 2.оїи. лїв.
Очевидно, что Ѕ-О-Ої\×1= ОЧМ-М,В = 0. Как нетрудно сообра-
зить, угол между векторами 5-1) и ЙЕ равеиАЕМР= 90°+(р,

ЅЕ2=.Ѕ`О2+ОМ2+МЕ2-2-ЅО-МЕ-Ѕіпа. (10)

Но 5О=«/6/3 как высота правильного тетраэдра с ребром,
равным 1; МЕ=3/4 как высота правильного треугольника со
стороной, равной \/3/2 ; ОМ =,/3/12 (вычислите самостоятетпоно).

Найденные значения ЅО, ОМ и МЕ подставляем в (10):
2 2

. 5-2 6 '

ЅЕ = %\15 -2\/6$іп(р.

Задача 7. Сторона основания правильной треугольной приз-
мы АВСА,В,С, равна а; точки О и О, являются центрами
оснований АВС и А,В,С, соответственно. Длина ортогональ-

ной проекции отрезка АО, на
А* ВЧ прямую В,О равна Ёа. Опреде-

/ лите высоту призмы.
Решение. Положим ОО, = Н.

У , Очевидно (_рис. 7), что ІАОІ =

Далее,
А-О,-О_В, = \АО,|-|ОВ,|соз(р.(11)

"\ Известно, что проекция одного
вектора на другой равна длине
первого вектора, умноженного на

. _ -9 _ -р _ 2

І -|ОВ|-9-З-и|ОВ,|- %+Н2.

А ~,, "" В
\
\ ~ с

РИ0-7 косинус угла между направлени-
-Ъ -І* -Ъ

ями векторов, т.е. проекция АО, на ОВ, равна |АО,|-со$(р.

Согласно условию задачи, эта проекция равна Поэтому
равенство (11) запишется так:

АЪ,.о`і-1, =|оїз,|%. (12)
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Запишем очевидные равенства:

АБ, = ±Ґо+ ОЪ, , АЪ, = 5в+ вї5',.
Таким образом,

АО, -ОЪ, = (А4О+ ОЁД] =

оо,ЬСо гл*+ +Ш;ъры о,|,\..і./Єь50*+= ОЪ,-б'в+о`б,.вЪ,.
Так как А_›О_І_В_Ё, и-О_О,.І_б›В, то А_›О~ВЪ, = ОЁОІ-бВ = 0.

Кроме того, ОЪ1 = ВЪ, , следовательно, О_О,-ВНЁІ = ООЁ,

АЪ,-ОЪ, =л"о-<5'в+оо$ =ї5*/Ё-із/Ё-%+н2 =%+н2.
Найденные значения АІО,-О-Ё, и ОВ, подставляем в (12):

їЁ+ Н2 = %4`,їЁ+Н2 ,откуда 108Н“' - З9а2Н2 -22а" = 0. Так

какН> 0, тоН=%/Ё-_

Упразшеъшя
1. Основанием прямой треугольной призмы АВСА,В,С, является равно-

бедренный прямоугольный треугольник с катетами АС = ВС = а. Вершииы
М и М правильного тетраэдра МНРО лежат на прямой СА, , а вершины Р
и О - на прямой АВІ. Найдите 1) объем призмы; 2) расстояние между
серединами отрезков МН и РО.

2. Длина ребра куба АВСО/1,В,С,О, равна а. Точка Е - середина ребра
АО. Вершины М и М правильного тетраэдра ММРО лежат на прямой БО..
а вершины Р и О - на прямой, проходящей через точку А, и пересекаюшей
прямую ВС в точке Н. Найдите І) отношение ВВ : ВС; 2) расстояние между
серединами отрезков ММ и РО.

3. В правильном тетраэдре АВС0 отрезок ММ соединяет середину ребра
АС с центром грани ВСЕ), а точка Е лежит на середине ребра АВ. Найдите
угол между отрезками МЫ и ОЕ.

4. Два отрезка - АВ длиной а и СО длиной Ь лежат на скрещивающихся
прямых. угол между которыми ст. Основания О и О, общего перпендику-
ляра длиной с к этим прямым делят отрезки АВ и СО так, что ОА : ОВ =
= 2 : З, а ОО,:С,О = З : 2. Найдите длины отрезков ВО и ВС.

5. В правильной 4-угольной пирамиде ЅАВС0 длина общего перпендику-
ляра ребер ЅА и ВС равна сі и его основание делит отрезок ВС в отношении
1:3. Определите объем пирамиды.

__6. В__ плоскости _ррямоугольиика АВСО дана точка М. Докажите, что
МА-МС = МВ-МО.

7. Дан квадрат АВС0. Точки Р и О лежат соответственно на сторонах АВ
и ВС, причем ВР = ВО. Пусть Н - основание перпендикуляра, опущенного
из точки В на отрезок РС. Докажите, что угол ОНО - прямой.



ЧЕРТЕЖ В ГЕОМЕГРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ

Г.Дорофеев, Н.Роэов

На роль чертежа в решении геометрической задачи поступа-
ющие смотрят по-разному. Одни думают, что чертеж вообще
не нужен, и выполняют его подчеркнуто небрежно. Друше,
наоборот, считают сам чертеж достаточным аргументом в рас-
суждениях и даже не находят нужным как-либо обосновывать
то, что «видно из чертежа». Обе эти крайние точки зрения
неправильньъ

Разумеется, никакой чертеж, даже самый аккуратный, не
может заменить логического доказательства, а является лишь
иллюстрацией к рассуждениям. Любой геометрический факт,
который мы «увидели» на чертеже, необходимо строго обосно-
вать - только тогда можно утверждать, что этот факт действи-
тельно имеет место, а не получен из верного (или, тго гораздо
опаснее, неверного) рисунка.

В то же время наглядный чертеж - хороший помощник при
решении задачи: он может подсказать идею необходимых рас-
суждений и вычислений, натолкнуть на мысль использовать
некоторую теорему или придумать удачное дополнительное
построение. Недаром математики вообще часто прибегают к
геометрическим иллюстрациям, чтобы сделать идеи доказатель-
ства более понятными. Однако помочь решить задачу может
только чертеж, правильно отражающий существенные геометри-
ческие особенности конфигурации, о которой идет речь в усло-
вии. Именно поэтому к чертежу следует относиться очень
внимательно.

Часто поступающие ограничиваются первым более или менее
УДЗЧІ-ІО ВЬІПОЛНЄННЬІМ РНСУНКОМ, НЄ ННТЄРЄСУЯСЬ, НЕСКОЛЬКО ТОЧНО

сделанный чертеж отвечает условию задачи. Между тем во
многих задачах провести полное решение по одному чертежу в
принципе невозможно, поскольку условие задачи допускает
существование геометрически различных конфигураций. Кро-
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ме того, такая привязанность к одному єслучайномуэ чертежу
приводит и к иной неприятности: в ходе решения задачи мо-
жет обнаружтпъся противоречие между получающимися ре-
зультатами и исходным чертежом, которое обычно ставит пос-
тупающих в тупик. Однако при правильном понимании роли
чертежа в этом нет ничего страшного - следует просто отка-
заться от первоначального изображения и сделать новый чер-
теж, соответствующий появившейся геометрической информа-
ции (конечно, при условии, что проведенные рассуждения и
вьпптсления правильньт).

При построении чертежа бывает полезтто делать не примерный
эскиз, дающий лишь общее представление о геометрической
конфигурашпт, а стремтггься последовательно конструировать
чертеж, опираясь на данные задачи и общие геометрические
факты. При таком подходе легче «увидеть» те идеи, которые
можно приментггь в решении.

Задача 1. В треугольнике АВС угол В равен 90 , АВ = 4. На
стороне ВС взята точка В так, что ВВ = 1. Окружность
радиусом «/Ё/2 проходит через точки В и В и касается е точке
В окружности, описанной около треугольника АВС . Найдите
площадь треугольника АВС.

Решение. Прежде всего построим треугольник АВС с прямым
углом В (рис.1). Для построения окружности, описанной около
этого треугольника, выясним сначала, где находится ее центр О
и чему равен ее радиус. Как известно, центр окружности,
описанной около прямоугольного треугольника. лежит в середи-
не гтптотенузьт, а ее радиус равен половине птпотенузы. Это дает
возможность построить описанную окружность.

Займемся теперь построением другой окружности. Отметив
на стороне ВС то\псу В, мы можем утверждать, что центр этой
окружности лежит на перпендикуляре, проведенном через се-
редину К отрезка ВО. Из условия
касания окружностей заключаем, что А
цетггр рассматриваемой окружности
лежит на радиусе описанной окруж-
ности, проведенном в точку касания,
т.е. в то=п<у В. Иначе говоря, цетпр _
Ѕ окружности, о которой идет речь в `
условии, есть то=п<а пересечения пря- _
мой ЅК и медианы ВО. І Ь

А АПостроение чертежа закончено, В ___О С
ходе этого построения мы установи-
ли два факта, на которых и основы- РИ0.1
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вается решение задачи: во-первьтх, центр 5 лежит на стороне
ВО равнобедренного треугольника ВОС; во-вторьтх, перпенди-
куляр, опущенный из центра 5 на катет ВС, проходит через
середину отрезка ВВ.

Теперь проведем необходимые вычисления. Из прямоугольно-
го треугольника ВЅК по теореме Пифагора находим ЅК = 1, а
тогда с1:3.4.Ѕ`ВК = 1/2. Но ААСВ = ДОВС, и поэтому ВС =
=АВсс34АСВ = 2. Следовательно, площадь треугольника АВС
равна 4.

Итак, задача полностью решена, а идею решения мы получили
благодаря последовательному конструированню чертежа. Одна-

А ко, как это ни удивительно на первый
взгляд, чертеж, изображенный на ри-
сунке 1, полностью условию задачи не
соответствует. В самом деле, проведен-
ные вычисления показьтвают, что ВС =
=2, АС = 2/\/Ё . Следовательно ВО =

_ =,/5 = 2-вв, т.е. во - диаметр
' окружности с центром 5, которая, та-

"""' 0 с ким образом, проходит через точку О.
Другими словами, полностью соответ-

Рт-*~2 ствует данным задачи рисунок 2.
В чем же причина неполного соответствия рисунка 1 данным

задачи? Дело в том, что проведенное конструирование чертежа
касалось только его геометрической стороны, но не учитьтва.ло
всех конкретных числовых данных. Более того, мы и не могли
их учесть, поскольку все числовые размеры конфигурации, а
следовательно, н ее геометрически точный вид, удается устано-
вить только после соответствующих вычислений.

Тем не менее изложенное выше решение является исчерпыва-
ющим, хотя, как мы теперь убедились, основьтвалось на неточ-
ном чертеже. Это объясняется просто: в наших рассуждениях
нигде не использовалось взаимное расположение точки О и
окружности с центром Ѕ, выяснение их взаимного расположения
при данном способе решения задачи не обязательно.

Подобная ситуация является в геометрической задаче типич-
ной. Практически никогда, приступая к решению, мы не в
состоянии построить чертеж, абсолютно точно отображающий
всю специфику конфигурации, - многие ее особенности вскры-
ваются только в ходе рассуждений. Поэтому важно прежде всего
выявлять геометрические свойства, существенные в данной зада-
че. Это требует особого внимания и осторожности, поскольку с
первого взгляда далеко не всегда очевидно, какие именно
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особенности конфигурации окажутся существенными и в какой
мере допустимо несоответствие между данной конфигурацией и
чертежом. `

Разумеется, если в процессе решения выясняется, что чертеж
явно не соответствует данным задачи, его следует заменить на
правильный. Например, в следующей задаче даже развнтое
геометрическое воображение не может помочь сразу выполнить
чертеж, точно отражающий существенные особенности конфигу-
рации. '

Задача 2. В треугольной пирамиде ЅАВС боковое ребро ЅС
равно ребру АВ и наклонено к плоскости основания АВС под
углом 60°. Известно, что вершины А, В, С и середины боковых
ребер пирамиды расположены на сфере радиусом 1. Докажите,
что центр указанной сферы лежит на ребре АВ, и найдите
высоту пирамиды.

Решетше. Сделаем традиционный чертеж пирамиды ЅАВС
(рис.З). построим ее высоту ЅН и проведем отрезок НС. Так как
по условию задачи АЅСН = 60°, то 5
из треугольника СНЅ находим
ЅН = аъ/Ё/2, НС = а/2 , где через
а обозначена длина ребра ЅС . С!

По условию вершины А, В, С и А
середины А, , В,, С, соответствую- '
щих боковых ребер лежат на одной
сфере. Отсюда, в частност'и, сле- С
дует, что через точки А, А,, В, В,
проходит окружность - сечение А М В
этой сферы плоскостью грани ЅАВ. рдс_3
Так как А,В,||АВ, то четьтреху-
гольник АА,В,В - трапеция, и притом равнобочная, поскольку
она вписана в окружность. Поэтому

Ал, = вв, = %$А=-%5в.
Аналоптчные рассуждения для четырехугольника ВВ,С,С пока-
зывают, что пирамида ЅАВС имеет равные боковые ребра:
ЅА = ЅВ = ЅС = АВ = а. Отсюда видно, что треугольник АЅВ -
равносто онний, а поэтому апофема ЅМ этой боковой грани
равна ФЁ/2, т.е. ЅМ = ЅН.

Таким образом, высота пирамиды совпадает с апофемой боко-
вой грани АЅВ. Но тогда точка Н совпадает с М, а грани АЅВ и
АВС взаимно перпендикулярны. Поэтому нзображенная на
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рисунке З картина на самом деле не соответствует условию
задачи, верным будет рисунок 4.

Дальнейшее решение не представляет труда. Проекции на
плоскость АВС (рис.4) равных наклонньтх ЅА, ЅВ, ЅС равны:
НА = НВ = НС = а/2, следовательно, точка Н - центр
окружности, описанной около треугольника АВС, а потому
центр сферы лежит на перпендикуляре к плоскости основания,
восставленном из точки Н, т.е. на высоте ЅН пирамиды (или на
ее продолжении). Центр этой сферы равноудален, например, от
точекА и А,. Поскольку НА, = а/2 как средняя линия треуголь-
ника АЅВ, то НА, = НА, так что точка Н, лежащая на ребре АВ,
как раз и является центром сферы. Но радиус этой сферы по
условию равен 1, НА = а/2 = 1, а = 2 и ЅН =

Иногда само условие задачи умышленно бывает сформулиро-
вано несколько неопределенно - так, что оно явно допускает
геометрически существенно различные чертежи, и непосред-
ственно по исходным данным не ясно, какая именно из конфигу-
раций имеется в виду. В таком случае надо изобразить на
нескольких чертежах все возможности, отвечающие условию
задачи, а затем, исследуя каждый чертеж, найти истинную
геометрическую конфигурацию.

5 0,

А, С . А

Рис.4 Рис.5

Задача З. В равнобочной трапеции лежат две окружности.
Одна из них, радиусом 1, вписана в трапецию, а вторая
касается двух сторон трапеции и первой окружности, Рассто-
яние от вершины угла, образованного двумя сторонами трапе-
ции, касающимися второй окружности, до точки касания
окружностей вдвое больше диаметра второй окружности.
Найдите площадь трапеции.

Решеште. Непосредственно из условия задатпт не ясно, в
какой из углов трапеции - в тупой или в острый - вттисана
вторая окружность. Поэтому мы должны рассмотреть оба ва-
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рианта (рис.5) и попытаться выяснить, какой из них согласу-
ется с конкретными числовыми соотношениями, заданными в
условии.

Пусть О - центр окружности, вписанной в трапецию АВСВ,
0,, 02 - Центры второй окружности (два варианта!), Н, Рд, М,,
М,, М,, М; - точки касания. Радиусьт второй окружноспт
обозначим через 1,, тд. Из подобия треугольников ОМ,С и
О,Ы,С в первом случае и ОМ2В и О;М2В во втором имеем

9±*!т=Щ3. 9&-_<.Що.ы, о,с* о,~, "о,т>'
и, поскольку ОС= ОН + НС =1+ 411, ОІЭ= ОР; + Рдд =1-і-472,
то в обоих случаях

і=1+4т
2:* 37 '

откуда г = 1/2. По теореме Пифагора из треугольников ОМ,С
и ОМЗВ соответственно получаем теперь, что

м,с=2,/Ё, м,тэ=2~/5.
Итак, если вторая окружность вписана в тупой угол трапеции,

то меньшее основание трапеции равняется 4~/2 ; если же вторая
окружность вписана в ьтй угол трапеции, то большее осно-
вание трапеции равнот. Между тем, если в равнобочную
трапецию с основаниями а и Ь, где а < Ь, вписана окружность
диаметром сі, то выполняется неравенство а < ті < Ь - это
следует, например, из леп<о доказьтваемого и весьма полезного
соотношения сі = ~/Ё. Поэтому в нашей задаче меньшее основа-
ние трапеции должно быть меньше 2, так что окружность с
центром О, условию задачи не удовлетворяет, и следует рассмат-
ривать лишь окружность с центром 02. Теперь уже леп<о найти
площадь Ѕ трапеции. Пользуясь соотношением между основани-
ями трапеции и диаметром вписанной в нее окружности сі = \/дд .
мы получаем равенство

2=,/.»ш~вс=,}4,/5-вс,
откуда вс = Л/2 и 5 = ((ио + вс) - 2)/2 = 9,/5/2.

В разобранной задаче возможность существования двух прин-
ципиально различных геометрических конфигураций была совер-
шеино очевидна. Однако не всегда это так, и нужно обладать
ХОРОШНМ ГЄОМЄТРИЧЄСКИМ ВОООРЗЖЄНИЄМ И ПРОЯВЛЯТЪ ДОСТЗТОЧ-
нуюосмотртггельность, чтобы при выполнении чертежа <увиде-ть›
все конфигурации, которые следует рассмотреть в решении.
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Задача 4. Высота прямой призмы равна 1, ее основанием
служит ромб со стороной 2 и острым углом З0°. Через сторону
основания проведена секущая плоскость, наклоненная к плос-
кости основания под углом в б0°. Найдите площадь сечения.

Решение. На экзамене многие поступающие, выполнив рису-
нок 6, дали примерно следующее «решение» этой задачи: «Пусть
ММ - линия пересечения секущей плоскости от с плоскостью
грани ВСС,В,; опустив перпендикуляр МК и АВ, по теореме о
трех перпенднкулярах получим, что КО.І.АВ. Поэтому ДМКО
- линейный угол двугранного угла между плоскостью ст и
плоскостью основания, так что (МКП = Б0°. Тогда МК =
_ !<0__ _ А0Ѕігт_30° _ _СОЅ 600 ~Ъ___Ъ60° 2. Но МК высота параллелограмма

АММВ, полученного в сечении, и следовательно, искомая пло-
щадь Ѕ = АВ-МК = 4».

0, С, М _ _ _ _ _ М

Эъ

1.'ІІ5*" `~ __;..._
*'-1,-"ІҐ

_:,›-,_ї_'
›~*~Ё

І ІҐ!--І

'Ё-___

Н` 

Ц

О0

' А О
* ' '*:ї1г.т“ “ат

_ ._ ___., _ , ___ _~ , т ~.. : С
\ " -чг .'_ ..- _-Ё, *гр _: 'І")!-. 1-' І " нд

, С " ` 1: '--М; __ *ні ет-,-ь_.-'.~__т±-.._т,

А К Рис.6 В А К Рис.7 В

В этом рассуждении есть существенный пробел: чертеж, на
котором оно основано, выполнен при неявном предположении,
тто плоскость о. пересекает прямоугольник ПСС,В,. Между тем
при заданных числовых данных это вовсе не очевидно, более того
- неверно: в действительности плоскость от «выходит» из
данной призмы через верхнюю грань, а точка М лежит на
продолжении ребра 00,. В самом деле, найдя так же, как и
выше, что МК = 2 (заметим, что это вычисление не зависит от
положения точки М на прямой ВВ, ). из треугольника МВК мы
получим, что МО = ~/Ё , так что МВ больше 00,. Следователь-
но, , ечь в задаче идет о конфигурации, указанной на рисунке
7, н искать надо площадь параллелограмма АОРВ, а не АМЫВ.
Дальнейшее решение задачи не вызывает принштпиальных за-
труднений, и мы предоставляем это читателям; искомая площадь
$=аЛ.

Еще большее внимание требуется при решении задач, в кото-
рых геометрическая конфигурация задается не числовыми, а
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буквенньтми данными, т.е. своего рода геометрических задачах
с параметрами. В этих задачах (так же, как и в алгебраических
задачах с параметрами) и способ решения, и получаемый ответ
могут существенно зависеть от соотношений между параметра-
ми, определяющими конфигурацию.

Пусть, например, в разобранной только что задаче секушая
плоскость проведена под углом ср к плоскости основания, а все
остальные числовые данные - те же самые. Тогда в решении
следует рассмотреть три случая:

1) точка М лежит на ребре 00,;
2) точка М совпадает с 0,;
З) точка М лежит на продолжении ребра 00,.
Какой именно из указанных случаев имеет место, зависит от

величины угла ср , и определить это можно, исходя из сравнения
отрезков МВ и 13,0. Независимо от расположения точки М на
прямой ПО, , ясно, что МВ = КВ1:3ср = 1:3ср . Поэтому указанные
случаи определяются условиями:

1) 1:3ср <1;
2) 1:3ср =1;
З) Т.3ср > 1.
Таким образом, если ср < 45°, то имеет место первый случай

(рис.6), и тогда 3 = 2/созср . Если ср > 45°, то имеет место третий
случай (рис. 7), тогда Ѕ = 2/зіпср. Что же касается случая ср =
=45°, то его нужно было бы рассмотреть на специальном
чертеже, но фактически можно использовать и любой из имею-
щихся - так довольно часто бывает при рассмотрении «край-
них» значений; в этом случае Ѕ = 2\/2 .

ОКОНЧЗТЄЛЬНЬІЙ ОТВЄТ ЗЕІПИСЫВЗЄТСЯ В ВИДЕ

2/созср, если ср < 45°,
Ѕ = 2×/2, если ср = 45°,

2/зіп ср, если ср > 45°.

Можно, разумеется, включить второй случай в любой из двух
других и записать ответ более компактно.

С аналогичной ситуацией мы встречаемся и в следующей
задаче. Правда, окончательный ответ в ней от вида конфигура-
ции не зависит и одинаков для всех значений параметра, однако
промежуттптые вычисления проводятся по-разному для различ-
ных конфигураций. Естественно, что решение, в котором рас-
смотрены не все геометрически различные случаи, не может
считаться полноценным, хотя формально получается правиль-
ный ответ.
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Задача 5. Шар с радиусом г касается плоскости Р в точке А.
Прямая І образует с плоскостью Р угол ср, пересекает эту
плоскость в точке С и касается шара в точке В. Найдите длину
отрезка АВ, если АС = 2г.

Решение. Изобразим конфигурацию, о которой идет речь в
условии (рис.8). Из точки В опустим перпендикуляр ВВ, на
плоскость Р и проведем отрезок СВ,; ясно, что 4ВСВ, = ср.
Далее, ОА = ОВ = т, а СВ = СА = 2т по свойству касательньтх
к шару, проведенных из одной точки.

1 в
в

'Чін-. _

и1_ыЬО

О
П»,м,× ×

С __/

“_ Ґ- Івігт Р В, А

Рис.8
Искомый отрезок АВ является птпотенузой прямоугольного

треугольника ВВ,А, катет ВВ, которого определяется из прямо-
угольного треугольника СВ,В: ВВ, = 2гзіпср. Остается иайпт
катет АВ,. Прямые ОА и ВВ, , перпендикулярньте к плоскости Р,
лежат в одной плоскости. Проведем в ней прямую ОН||АВ,;
тогда АОМВ, - прямоугольник, и следовательно, АВ, = ОН,
МВ, = ОА = г. Так как

МВ = ВВ1 _ ~.В1= 2ҐЅіПФ -Ґ ,

то из треугольника ОМВ
ОМ* = ОВ* - НВ* = 412 зіпср(1-зіпср),

а из треугольника ВВ,А

АВ = ,/АВЁ + ВВЁ = ,/ОН* + ВВ? = 2г,/зіпср _
Не следует, однако, думать, что задача решена. В самом деле,

при вычислении отрезка МВ мы существенно использовали тот
факт, что точки В, Н и В, расположены именно так, как это
изображено на рисунке 8. Но из условия задачи вовсе не следует,
что точка Ы лежтгг между В и В,; точки М и В могут даже
совпадать. Только рассмотрев все эти случаи, мы можем утвер-
ждать, по провели исчерпывающее решение задачи.
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Рис.9

Если точка В лежтгт между М и В, (рис. 9), то

МВ = 1\ГВ,- ВВ, = г - 2тзіпср ,

а дальнейшее вычисление отрезков ОМ и АВ проводится точно
так же, как и выше; в результате мы приходим к той же формуле
для отрезка АВ. Если, наконец, точки М и В совпадают, то ясно,
тгго ВВ, = ОМ = т, и АВ = тк/2. В этом случае в треугольнике
СВ,В катет ВВ, = г составляет половину гипотенузы СВ = 21 ,
а потому ср = 30°, т.е. АВ = 2т,/зіпср .

Таким образом, равенство АВ = 2г,/зіпср справедливо при
любых возможных значениях ср .

Решение этой задачи можно провести и с помощью рассужде-
ний, не зависящих от конкретного расположения точек В, В, и
М - попробуйте сделать это самостоятельно.

Рассмотренньте задачи показывают, что тщательное вьтполне-
ние чертежа имеет содержательное значение - правильно вы-
полненный чертеж облегчает решение, а неправильный может
привести к неверным выводам. В заключение заметим, что
необходимо обращать внимание и на чисто техническую сторону
- чертеж должен быть простьтм и понятным, рисовать его надо
как можно более аккурапто (причем не только в чистовике, но и
при черновом решении), хотя не следует впадать в крайность:
геометрическая задача не есть задача по черчению, миллиметро-
вой точности здесь не нужно. Обычно достаточно аккуратно
сделать чертеж от руки, без использования чертежньтх инстру-
ментов (кроме, быть может, Циркуля), обращая особое внимание
на взаимное положение отдельных фигур. Конечно, навыки
рисования от руки нужно вырабатывать у себя заранее, в
процессе подготовки к экзаменам.
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Упражнешн
І. На плоскости даны четыре различные точки А, В, С, В такие, что

АВіСО и АСіВЭ. Докажите, что А0.І. ВС.
2. В треугольной пирамиде две грани - равносторонние треугольиики со

стороной а, адве друте грани - равнобедренные прямоугольные треуголь-
иики. 0преде.тп'е радиус шара, вписанного в пирамиду.

3. Основанием пирамиды служит прямоугольник с углом 0. между
диагоналями, а все боковые ребра образуют с плоскостью основания один
н тот же угол Ф. Определите расстояние от центра описанного шара до
плоскости основания пирамиды и объем пирамиды, если радиус описанного
около нее шара равен К.

4. Дан параллелопэамм АВСО, у которого АВ = І, ВС = 2 и угол АВС -
тупой. Через каждую из точек В и В проведено по две прямые, одна из
которых перпендикулярна к стороне АВ, а другая - к стороне ВС. В
пересечении этих четырех прямых получился параллелограмм, подобный
параллелограмму АВСО. Найдите площадь параллелограмма АВСО.

5. Дан куб с основаниями АВСО н А|В,С,0,, причем АА1||ВВ, ІІСС, ІІОО, .
В угол А куба вписан шар радиусом І / 2. Найдите радиус шара, вписанного
в угол С куба и касающегося данного шара, если известно, =гго ребро куба
равно 3/ 2 .

6. Основанием пирамиды ЅАВС служит треугольник, стороны АВ и АС
которого равны и образуют между собой угол сх, а высота пирамиды
совпадает с ребром ЅА и равна ІІ. Дана вторая треугольная пирамида,
имеющая ту же вершину .Ѕ`. а ее основанием является треугольник, вершины
которого лежат на разных сторонах треугольника АВС. Найдите объем
второй пирамиды. если извес-то, что ее боковые грани равновелнкн. а
боковые ребра равны.

7. В окружность вписан равнобедренный треугольник с основанием а и
углом при основании а. Кроме того, построена вторая окружность,
касающаяся первой окружности и основания треугольника, причем точка
касания является серединой основания. Определите радиус второй окруж-
ности. Если решение не единственно, рассмотрите все возможности.

8. В треугольнике АВС известно: АС = 1, ВС = Л, АА = 120'. На
продолжении стороны СА взята точка М так, что ВМ является высотой
треугольника АВС. Найдите радиус окружности, проходящей через точки
А и М и касающейся в точке М окружности, проходящей через точки М, В
и С .

9. В параллелограмме лежат две окружности, касающиеся друг друга,
причем каждая из них касается также трех сторон параллелограмма. Радиус
одной из окружностей равен І. Известно, что один из отрезков стороны
параллелограмма от вершины до точки касания равен Л . Найдите площадь
параллелограмма.

І0. Два равных ромба АВСО (АВІІСВ, АВІІВС) и АРОК (АРІІОН,
АКП РО) имеют общую вершину А и лежат в одной плоскости. Известно, что
ДВАО = 4РАН= сд , причем съ < п/2 и ДОАС = В . Продолжения сторон
ВС и ОН пересекаются в точке К. Ромбы расположены в разных полуплос-
костях относительно прямой АК и в одной полуплоскости относительно
прямой АО. Найдите величину угла КАО.



ОСНОВНЫЕ УГЛЬІ В ПРАВИЛЬІ-ЮЙ ПИРАМИДЕ

И.Габович

Среди углов, которые можно рассматривать в правильной
пирамиде, наиболее часто в задачах встречаются следующие
четыре: угол наклона бокового ребра к плоскости основания
пирамиды; угол наклона боковой грани к плоскости основания;
плоский угол при вершине пирамиды; двугранный угол при
боковом ребре пирамиды. Условимся обозначать величины на-
званных углов буквами ск, В, у и б соответственно. Все эти
углы, называемые иногда основными, лежат в разных плоскос-
тях. В этой статье мы объясним, как, зная величину любого из
основных углов, можно определить величины всех остальных
основных углов. Мы отдельно рассмотрим случаи правильных
четырехугольной, треугольной и п-угольной пирамид.

В правильной четырехугольной пирамиде ЅАВСО (рис.1)
АЅСО = 4500 = оп, АСЅВ = у, АЅРО = В. В грани ЅСО
проводим ВЕ.\.ЅС и соединяем точку Е с вершиной основания
В. Нетрудно доказать, что АВЕС 5
равен АВЕС _ Из этого следует, что -
вв = во И дввс = дшгс = 1:/2. л
Таким образом, ДВЕВ - линей- ,І ¦
ный угол двугранного угла при
ребре .Ѕ`С, т.е. 4ВЕО = б . Отрезок
ОЕ - медиана равнобедренного І
треугольника ВЕБ, следовательно, В/!(_×_ ,_ 3 _ С
и биссектриса, и высота этого треу- , -. | 2
гольника. Поэтому АОЕО = б/2. //______..-Ё-34" Р

Отрезок ОР принадлежит линии А "" Ц -ВВ
пересечения плоскостей линейных Рис 1
углов: АВЕВ и АЅРО. Плоскость '
линейного угла перпепдикулярна граням двугранного угла,
поэтому каждая из плоскостей ВЕБ и ЅРО перпендикулярна
плоскости ЅСО. Линия пересечения двух плоскостей, каждая из
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которых перпендикулярна третьей плоскости, перпендикулярна
этой третьей плоскости (докажите это самостоятельно). Поэтому
ОР1..Ѕ`СО. Таким образом, треугольиики ОРР и ОРВ -
прямоугольные и АООР = б/2.

Перейдем теперь к выводу формул. Мы будем пользоваться
следующим общим приемом. Обозначнм через х длину отрезка
в правильной пирамиде, который входит как в прямоугольный
треугольник, содержащий данный угол, так и в треугольник,
содержащий искомый угол; выразим, далее, через х и функции
данного угла одну из двух других сторон в том треугольнике,
который содержит искомый угол, затем найдем функцию иско-
мого угла.

Утверждение 1.
І і:3а=іїі:3В. (1)

Доказательство. Положим ЅО = х. Из АЅОР имеем ОР =
= хсі:3|3; из АОРВ имеем ОО = хч/Ё сі:3В; из АЅОО имеем 1:3с:=

х 1т ~ ~ т Ь .
хч/Ёс±3|3 ~/Ё за
Утверждеъпте 2.

сова = ~/Ёвіп%. (2)

Доказательство. Положим 50 = х. Из АЅОР имеем ОР =
= .±:зіп%; из АОРВ имеем ОВ = хч/Ёзіпїї; из АЅОВ имеем

х~/Ё віп 1
соза = ----1 = ~/Ёзіпї-_х 2

Утверждение 3.
зіпа = с±3%. (З)

Доказательство. Положим ОЕ = х. Из АОЕБ имеем ОВ =
= хІ:3%; поскольку ОС = ОО = хІ:3%, из АЕОС имеем зіпа =

= Ё = _

Вывод трех следующих формул мы предоставляем читателю.

созВ = $312-; (4)

зіпВ = Лсоз-

Ё-ЬІОО9
/де#"'\ 05С/'І Ъ/"чи/'соз%зіп% =
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Для правильной треугольной пирамиды мы выпишем анало-
гичные формулы, опустив их доказательства.

1:30: = Ё-$313; ' (7)

отдмЁ”йодди

о'-Ё5' ЬЭФЧ|~Ц'<

<:<›Ѕа= і - (в)

$іпа= _ - (9)

<:<›$|з=-13%; (10)

зіп[З=-- Ё; (Н)ПОи

сов-Ёзіп-і=%. (12)

Формулы для правильной п-угольной пирамиды требуются
реже, но мы приведем и их, снова опустив доказательства.

2*. := а:-вы--=

ЅП

±3а = 1:3|3соз%; (13)

і _

сова =і (14)

зіпа=сі:3%сі:3%; (15)

соз|3=і:3%с1:3%: (16)

33?-ІІЧ00

соз-
зіпВ =і (17)

зіп-

созїі-зіп%=сов%. (18)
Нетрудно убедъггъся в том, что формулы ( 1 ) - (12) получаются

из формул (13)-(18), если в последние подставить вместо п
соответственно 4 и З.

Покажем, как полученные формулы применяются к решению
задач.

Задача 1. Определите объем правильной четырехугольной
пирамиды, высота которой равна Н, а двугранный угол при
боковом ребре в З раза больше двугранного угла при ребре
основания.
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Решение. Согласно условию ЅО = Н (см. рис.1). Из АЅРО
получаем ОР = НсІ:3[3. Следовательно, АО = 2Нс±3В. Находим
объем пирамиды:

1/ = %(2н<;±3 вўн = -Ёнзсъдг в.
Заменив в формуле (5) угол б углом ЗІЗ, получаем уравнение

віпВ = \/Ё совё <:> 2віп%сов% = «/ЁЕ4 сов3% - Зсовё) Ф 25ід% =

= 4~/Ёсов2%-3\/_Ё<::› 4віп2%+ \/Ёвіп%- 1 = 0,

отк ' Ё - [З ( )уда вт 2 _- 4 отрицательный корень не годится , так что

__ 2-1.2 г'ан 7'7Н'

сі:3|З = -Ё; и, наконец,

1/ 4 З
Задача 2. Плоский угол при вершине правильной шестиуголь-

ной пирамиды равен углу между боковым ребром и плоскостью
основания. Найдите этот угол.

Решение. Положив в формуле (14) п = 6 и у = а, получаем
тригонометрическое уравнение, из которого находим искомый
угол:

сова = 2віп% с›2віп2%+2віп%-1= 0; віп%= %

(отршдательный корень, разумеется, посторонний). Следова-
тельно,

а = 2агсвіп і/-Ёі.

Задача 3. В правильной треугольной пирамиде радиус окруж-
ности, вписанной в основание, равен г, а угол между плоскостя-
ми боковых граней авен Ф. Определите длину ребра куба,
обьем которого в І; раз больше объема данной пирамиды.

Решение. Если а - сторона основания, то т = ф, т.е. а =

= 2г~/Ё . Тогда площадь основания пирамиды

Ѕщ = -4%/-5-=Зг2\/Ё.

Радиус окружности, описанной около правильного треуголь-
ника, в 2 раза больше радиуса окружности, вписанной в этот
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треугольник, так =гго ОВ = 2г. Из Ѕ
АЅВО получаем ЅО = 2г1:3а (рис. 5
2). Объем пирамиды

1/= Ё-Зг2\/Ё-2т1:3а=2г3~/Ёі:3а. Е

Обозначив искомую длину ребра З
куба через х, составляем уравнение О В

х3=\/Ё-2г3~/Ёіієа, А _і_ Р
В ъ

откуда С
х = 13,/6і:3а . Рис.2

Выразим теперь 1:30. через функции угла (р с помощью формулы
(9)

- __Ь 2вгпа-`/5сІ:32,

СОЅЅЁ
ЁЅЦ = :-і,

2 Івіпіїё- + %)віп(5-Ё -

ТЕІК ЧТО

Поэтому

` _ _ <Ъ_ _ __ _ [З 2005- СОЅ
х = та 6 -А А 2 = га _ 2 _ _

2 фвіп(%+ %)віп(%- %п(%+ %)віп(- -

Упражнегшя

м-Є

І. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды равна а,
угол между смежными боковыми гранями равен а. Найдите площадь
боковой поверхности пирамиды.

2. Найдите объем правильной треугольной пирамиды со стороной основа-
ния а и плоским углом при вершине. равным углу наклона бокового ребра
пирамиды к плоскости основания.

3. Найдите величину двугранного угла между смежными боковыми
гранями правильной шестиугольной пирамиды, вписанной в сферу, зная,
что она равна величине угла, под которым видно из центра сферы боковое
ребро пирамиды. _

4. В правильной четырехугольной пирамиде ЅАВСВ угол между перпен-
дикулярами А1. и АМ, опущенными из точки А на боковые грани ЅВС и
ЅС0, равен а _ Найдите объем пирамиды, если объем куба, ребро которого
равно стороне основания пирамиды. равен 0.
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5. Найдите объем правильной четырехугольной пирамиды, если ее
боковое ребро равно І, а угол наклона боковых граней к плоскости основания
равен а.

6. Объем конуса, вписанного в правильную четъгрехугольную пирамиду.
равен О. двугранный угол, образованный смежными боковыми гранями,
равен а. Найдите длину стороны основания пирамиды.

7. Сторона основания правильной треугольной пирамиды равна а, двуг-
ранный угол между боковыми гранями равен 0:. Вычислите объем и
боковую поверхность пирамиды.

8. Полная поверхность правильной четырехугольной пирамиды равна .Ѕ`,
а плоский угол при вершине боковой грани равен а. Найдите высоту
пирамиды.

9. В правильной четырехугольной пирамиде сумма величин двугранных
углов между смежными и противоположными боковыми гранями равна
180'. Найдгпе эти углы.

10. В правильной п-угольной пирамиде сторона основания равна а и
двугранный угол при боковом ребре равен а. Найдите объем пирамиды.



ВЬІЧИСЛЕНИЕ РАССТОЯНИИ И УГЛОВ

Ю. Ионин, В. Некрасов

В этой статье рассматривается несколько геометрических за-
дач, для решения которых необходимо вычислить те или иные
расстояния или углы в пространстве (эти задачи предлагались на
вступительных экзаменах в разные вузы). Задачи такого типа
удобно решать с помощью скалярного произведения векторов.
Основной метод решения заключается в том, что в пространстве
выбирается подходящий базис и составляется таблица умноже-
ния - таблица ска.лярных произведений векторов этого базиса.
Имея такую таблицу и зная разложения векторов в выбранном
базисе, вычислить длины этих векторов и углы между ними уже
легко. Мы начнем с простой задачи, где этот метод напрашива-
ется сам собой, а затем перейдем к более сложным задачам,
ЕЕЁЁЕЁОЁЁЛЁЕ-овав на них все ос Таблица 1

Задача 1. В треугольной пирами- ` 3* Ъ* 5*
де АВСВ все ребра имеют одина-
ковую длину. Точка М - середина 1 3*
ребра АВ, точка О - центр тре-
угольника АВС, точка Н - середи- _..
на ребра АВ и точка К - середина Ь
ребра СВ. Найдите угол между
прямыми МО и КМ.

Решегше. Примем длину ребра
тетраэдра за единицу и выберем в

_.. 1 1
С 2 2 1

качестве базиса векторы ВА = а, ВВ: Ь, ОС = с. Составим
таблицу умножения для этого базиса (табл. 1). Разложим

-Р -Р -› -› -›
векторы МО и КМ по векторам а, Ь, с:

М›О=І5›О-В_М=% Ё+Ё+Ё -- =% -а_+2Ё+2Ё,
/""±-"\  

|\,)›-Ь
Іаі

/"'і"\ Жі./'
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|\,',|-Ь
съі. 0-Ькїч = бы- гїк = .12[2+ 3)- _ = 5['2ї+ Ё- Ё).

Угол ср между прямыми МО и КМ вычисляется по формуле

|лїо-кїчісовср- в; 4.
|М0|-ІКМ

Найдем М_О-К__1\І, [МО] и |К_М|, пользуясь таблицей 1:

лїо- кїч = ї%[- 3», 2Ъ'+ 2ЁїЕ+ Б-

Мф“Ф

\.і.-/

01»
\_...._.›/

=і'
12'

_ _"__ _ 2 2
|МО|=%і[-а+2Ь+2сф =-Ё; |КІ\Ґ|=%- (а+Ь- =-*Ё-_

Отсюда совщр = %, ср = агссов %.
Однако условие задачи не всегда позволяет выбрать базис с

полностью определенной таблицей умножения. В этом случае
нужно попытаться составить уравнение относительно недостаю-
щего элемента.

Задача 2. Сторона основания правильной треугольной прив-
мы АВС/-1,В,С, равна а, точки О и О, являются центрами
оснований АВС и А,В,С, соответственно. Длина ортогональ-
ной проекции отрезка АО, на прямую В,О равна 50/Б. Опреде-
лите высоту призмы.

Решение. Выберем в качестве базиса векторы АА, = = п ,
Ф

ёі ЬФФ
Ф

А__С = Б(рис. 1). Пусть /2 =| Таблица 2 - это таблица умноже-
ния для базиса (т, п, р).

А' С` т о г8 ЛИЦЁ

І 77 її
І

їд І -,;~, о о
1 .__

2

А с -її «“ Ё-
т 2 н

ВРис. 1 т
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Ортогональная проекшая отрезка АО, на прямую В,О равна
длине этого отрезка, умноженной на косинус угла гр между

-Ъ

прямыми АО, и В,О. Чтобы вычислить |АО,| и совф, разложим
векторы А_О, и ВТО в базисе (171, п_. Б):

Аа, = %[а,,Аъ.,,Ае,] = %[г.,г.,;;,:,,;;] = %(3;:.,:.*,;),
В,О = АО- АВ, = -З(п+ рф - [т+ п] = Ё[-3т- 2п+ р].

Используя таблицу 2, находим:

|АЪ,|=|вТо|= Ё,/9112 + зад, кб, -вїо = -%(в/12 + ад),
6,12 2

СОЅФ - .

Поскольку |АО,|-совф = -5%, мы получаем уравнение

\/9/22 + 302 (6/22 + 02) _ Ѕд

_ 6(3і:2+а2) _ 5 _
Отсюда І: = %__6-.

можно выделить ЧЄТЪІРЄ ОСНОВНЬІХ Типа задач на Вьїчисление

расстояний и углов. \
1. Расстояние от точки до прямой. _›
Дано: точка М; прямая І с направляющим вектором а , точка

А, принадлежащая прямой І; А_М =
Найти: расстояние от точки М до прямой І.
(ВЄКТОРЪІ 0 И т В УСЛОВНН Задай-ІН даны В ТОМ СМЫСЛЄ, ЧТО

известны их разложения в некотором базисе с заданной таблицей
умножения.)

Приведем схему решения этой задачи.
Пусть М - ортогональная проекция М

точки М на прямую І (рис. 2). Тогда
-І -Ь -Ф -Р -Р

ММ =АМ - АМ =ха - т. Неизвест-
ный коэффициент х находится из усло-
вия перпендикулярности векторов

Ж

-ў -Ъ -І-Ф-Ъ

МА/иа: (ха-т]-а=0. Искомое А 3, М І
-Р -› -› _

расстояние |М1\/|= ,т а- т _ Рис_2

4 Приложение аКвант› Не-З 97



Задача 3. В правильной треугольной пирамиде ЅАВС (Ѕ -
вершина, ЅА=4) точка В лежит на ребре ЅС, СІЭ=3, а
расстояние от точки А до прямой ВО равно 2. Найдите объем
пирамиды. __ _, _, _, _, _›

Решение. Выберем базис из векторов ЅА = а, ЅВ = Ь , ЅВ = с .
Составим таблицу умножения для этого базиса, обозначив через
ср плоский угол при вершине пирамиды (табл. З). По условию
расстояние от точки А до прямой ВВ равно 2. Вычислив это
расстояние с помощью таблицы 3, мы получим уравнение,
позволяющее найти совєр.

Ѕ Таблица 3
С -Ё -Р -ьКО ' а Ь с

3” .

- Ібсовтр -ісовтрь ,
__«*~А _`...-=:__. '___ 16 совтр

Е ,О

съ]1:;-|,ніВ 4 сов ср 1
Рис. 3 .

_›Пусть_›М - п_роекш4я_›точки А на прямую ЁВ (рисд›З). Тргда
А~=о~-г>и=хвв-ои=х(ь - С)-(а - <:›=
= -д +.тд +(1 -лс): . Так как векторы А_ї\Ґ и ББ перпендикуляр-
ны, получаем ( - _д +хд +(1-х)д)(д - Ё )=0. Используя табли-
цу З, после упрощений находим:

(171:-1)-8(х+ 1)сов<р = 0. (1)

Вьгчнслим теперь длину вектора АН:
2

|А1\Г|2=[-а+хЬ+(1-х)с] =17х2-2:с+17-8(х+1)2сов<р.

Так как |А_Н|2= 4,
17х2-2.т+1З-8(х+1)2сов(р=0. (2)

Из равенств (1) и (2) получаем х = 7/9. Поэтому совкр = 55/64.
Найдем теперь длину отрезка ЅО - высоту пирамиды. Так как

О - центр треугольника АВС,
-+1-в--ь-Ь1-›-›-›

.Ѕ`О = -3(.Ѕ'А+ ЅВ+ ЅС] = -З-(а+ Ь+ 4с],
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откуда
2

|.Ѕ'О|= %Ла+ Ь+ 4 с] =%,/48+9бсов<р =
-Ъ

Чтобы найти площадь основания пирамиды, вычислим ІАВІ2:
-Р -Р-Фмв12=|ь- «г=%.

Теперь искомый объем
Ад 2. -›,,ж=%,ы%Ё_ .|_,о,=

2. Расстоятше от точки до плоскости. Угол между прямой и
плоскостью. _, _›

Дано: плоскость а с базисом ( а , Ь ), точка А, принадлежа-
щая плоскости ,а, точка М, не лежащая в плоскости а,
Ай = РБ.

Найти: расстояние от точки М до плоскости а и угол между
прямой АМ и плоскостью а.

Схема решения этой задачи такова.
Пусть М - ортогональная проекция точки М на плоскость а

-Ъ -Ъ -Ъ -І -Ъ

(рис. 4). Тогда М1\ї=АЫ -АМ=ха +уЬ - т. Неизвестные ко-
эффициенты х, у находятся из М
условия перпендикулярности о
вектора Л›ї\Г векторам ди Ь_:

-Р 4-І-ў

(.та+уЬ-т)-а =0,
їй

[,г,уъ*-:,].з=<›.
І

Зная х и у, находим расстояние
от точки М до плоскости а, рав-

2
-Ъ -Ъ -5

ное х а+ Ь- т\/І у )--Ъ -Ъ

Если ха+ уЬ гг 0, то угол меж-
ду прямой АМ и пло›скос›тью а равен углу между векторами т
и х а+ у Ь , а если х а+ у Ь = 0, то прямая АМ перпендикулярна
плоскости а.

Задача 4. В основании прямой призмы АВСО А,В,С,В, лежит
ромб АВСО с острым углом А=60°. Все ребра призмы имеют
длину а. Точка К является ортогональной проекцией точки В,
на плоскость ОА,С,, а точка І. - ортогональной проекцией
4' 99



точки К на плоскость В0,С,С. Найдите объем пирамиды
ПСЬК.

Решение. Примем за основание пирамиды ОСЬК треугольник
СВЬ, лежащий в плоскости ВВ,С,С _ Тогда отрезок КІ. - высота
пирамиды (рис. 5). Следовательно,

= "ЁЅСОЬ 'КЬ = ПКЬ,

где М - ортогональная проекция точки Ь на прямую ВС.

\,“\//
\\СЭ/р

Ё____

Щ››

,,,іё,_

Ь
Ч

[___,

Таблица 4

Ст

А, -,5
1
/

/ -ІІп
- - С

Ъ” 0 0 а*

Рис.5
-Ъ Ч -Ъ -5 -І -І

Выберем в качестве базиса векторы С,В, = т, С,О, = п, С,С = р
и заполним таблицу 4 - таблицу умножения для этого базиса.

Далее
вїк = СТК- сўз, = 1с[й,+ усїв- СЪ, =

= :т{1:+ п)+у{п+р)-т=(х-1)т+(х:у)п+у›р.

Так как вектор В,К перпендикулярен векторам С,А, и С,О,
получаем систему

в]'1<-(Ёп її] = о, вїк-(?І+ Б] = о.
-І* -Р -Ъ -І

Заменив вектор В,К его разложением в базисе (т, п, р) и
воспользовавшись таблицей 4, придем после упрощений к систе-
ме уравнений 2х+у=1, 3х+4у=1, откуда х = З/5, у = -1/5.

-›З-›-›1-›-+1-Ь-›-›
Следовательно, С,К = Ё(т+ п] - Ё(п+ р] = -5(Зт+ 2 п- р).

Аналоптчно
151. = с]"1.- сгк = гсїо, + тсїс- сгк =

= гп+гр- Ё(Зт+2п- р] = -5(-Зт+ (52-2)п+(5€+1)р].
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-5-Ъ -Р-ІІ

Таккак КЬ-п=0 и КЬ-р=0,то-%+5г-2=0,откуда2=7/10,
и 5г+1=0, откуда $= -1/5. Следовательно,

та, %[-3;,,%;]= ,%[-2;;.,
Теперь можно найти высоту пирамиды КСОЬ:

2_3Ґ_ _мЛКЬ-Ю Ё 2т+п) -_--Ю .

Осталось найти НМ:

ьїи = би- 51. = и сЪ- (сТг- сїс] =
-Ъ -Ъ --Ъ-І*

= ип-гп-ір+р=(и-%);+%р_.

Так как НМ- Ё = 0, то и = 7/10, откуда НМ = (6/Ѕ);, |Ь_М|= ба/5.
Таким образом,

И«=»«.=%~«-ййёё -З“Ѕа5~
3. Расстояние н угол между скрещивающимися прямыми.

-І*

Дано: прямая І, с направляющим вектором а,, точка А,,
принадлежащая прямой 1,; прямая І, с направляющим векто-

-І

ром аз, точка Ад, принадлежащая
__ _ -› -› Р А!

прямои 12, А,А2 = т. І щ ,
Найт: расстояние и угол между 1

прямыми І, и 12. 5
Задачи этого типа решаются по

следующей схеме.
Косинус угла ср между прямыми І, 12 А

и І2 находятся по формуле 2 р2 _.
-› -Ь Д2

СОЅФ = 'дп 'д2|
І-> -› _ Рис.6ММІ

Чтобы определить расстояние между прямыми І, и І, , т.е. длину
их общего перпендикуляра ДР, (Ц єІ,, Р; еІ2, рисунок 6),

-Ъ -Ъ -Р -Ъ -ў

представим вектор НД в виде НБ = НА, + А,А2+ А2В_. =
-Р -І* -Ъ

= ха, + тп + уад. Неизвестные коэффициенты х, у находятся
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-Ъ -Ъ --Ъ

из условий перпендикулярности вектора ДД векторам а, и ад, :
Г -Р -Ъ --Ь -І

[ха,+уа2- т -а, = О,
Є

1 4 ъ
4*:[ха,+уа2- т]- = 0.

-у -Р -Ъ -Р 2

Искомое расстояние - длина вектора НІЪ ,т.е. ха,+ уа,+ т .

Задача 5. Основанием пирамиды ЅАВС является равносто-
ронний треугольник АВС, длина стороны которого равна 4\/2.
Боковое ребро ЅС перпендикулярно к плоскости основания и
имеет длину 2. Найдите величину угла и расстояние между
скрещивающимися прямыми, одна из которых проходит через
точку Ѕ и середину ребра ВС, а другая проходит через точку

5 Таблица 5

С и середину ребра АВ.

,_ * пп
_, ! ИБП

С Б” БЕН
в г

Ь `Рис 7

Решение. Пусть М и Ы - середины ребер ВС и АВ (рис. 7).
Выберем в качестве базиса векторы СА = а, СВ = Ь, СЅ = с.
Таблица умножения для этого базиса - это таблица 5. Найдем
угол ср между прямыми ЅМ и СМ:

-І --Р -5

|\_)|-Ь
а-1. пі-Ѕм = см- св = - = %[Ъ`-22); с_і: = %(Ё+ Ё].

Вычислим Ѕ_М-С_}_\ї, |.Ѕ`_М|, ІСЪІІ:

$_м-сїч = 12, |5_м|= 2,/5,|с_51І= 2~/Ё.
12 _ Л = .Следовательно, совср - 2`/52215 - 2-, ср 45 _
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Вычислим теперь расстояние между прямыми ЅМ и СМ, т.е.
длину их общего перпендикуляра РО (Р ЄЅМ , О ЄСН ):

-Р-Р

Р__О = х.Ѕ`_М+уС_Н+ .Ѕ`__С = 2д]+ %(а+ 12)- д=

1 -› -› -›
=ї(у а+(х+у)Ь- (2х+ 2) с).

-Ь -і "Р

Из условия перпендикулярности вектора РО векторам Ь- 2 с
-Р -Ъ

и а+ Ь получаем систему уравнений

3х+3у= -1, х+2у=0,
откуда х = -2/З , у =1/3.

Следовательно,
2

Ро=%[а- ь-гс), Ро=%Ла- ь-2:] =-Ф.
4. Угол между плоскостями.
Угол между двумя плоскостями равен углу между перпендику-

лярными им прямыми. Действительно, пусть плоскости а и [З
пересекаются по прямой с (рис. 8). Через какую-нибудь точку,
не лежащую на прямой с, проведем прямые а и Ь, перпендику-
лярные плоскостям а и В соот-
ветственно. Тогда плоскость, прохо- Ь
дящая через прямые а и Ь, пересекает ' `' І

Д !
плоскости а и В по прямым а, и Ь,,
перпендшсулярным прямой с (см . рис. 11;ў
8). Угол между плоскостями а и [З
равен углу между прямыми а, и Ь,, ДШ
который, в свою очередь, равен углу І а
между прямыми а и Ь (так как пря-
мые а, Ь, а,, Ь, лежат в одной плос-
кости и а1.а,, Ь_І.Ь,). риса

Таким образом, задача нахожде- `
ния угла между плоскостями сводится к вычислению угла
между прямыми.

Задача 6. В основании треугольной пирамиды ЅАВС лежит
правильный треугольник АВС со стороной 1, ребро ЅА пирами-
ды перпендикулярно плоскости основания, .Ѕ`А=~/З. Плоскость
а параллельна прямым .Ѕ`В и АС, плоскость [З параллельна
прямым ЅС и АВ. Определите величину угла между плоскостя-
ми сг. и І3.
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Решение. Выберем в качестве базиса векторы А_Ѕ = Ё, А_В = _Ь_,
-Ъ -і

АС = с. Таблица 6 - это таблица умножения для векторов

-1-
0

Таблица 6
-Ь
С

-Ф* -І-

этого базиса. Если т и п -
ненулевые векторы, перпендику-
ЛЯРНЫЕ ПЛОСКОСТЯМ (1 И В СО0ТВЕТ'
СТВЕННО, 8 Ф _ УГОЛ МЕЖДУ ЭТНМИ

І -Ь З О
0 плоскостями, то

т -› -Ь

"" 0 1 совср =
Ь 2 -Ь -ЬІтІ-ІпІ

-Ъ

Е- 0 1 В качестве вектора т можно1.2
-- ~ взять любой ненулевой вектор,

-Р -І -і -!›

удовлетворяюший условиям ЅВ- т = О, АС- т = 0.
-Ъ -І -Ь -І -І --Ь -Ь -О

Запишем вектор т в виде т=х а +у Ь +2 с . Так как ЅВ = Ь- а,
-Ъ -І

АС = с , мы получаем систему уравнений

(Ь_- д)(хд+уЬ_+ гд] = 0,

д(.тд+ у_д+ 22] = 0.

С помощью таблицы 6 приводим эту систему к виду
6х-2у-г=0, у+2г=0.

Число уравнений в этой системе меньше числа неизвестных.
Это объясняется тем, что вектор т условием т_І.а не определен
ОДНОЗНЭЧНО. РЕШЕНИЕ ТЗКОЙ СИСТЕМЫ СВОДИТСЯ К ВЫРЗЖЕНИЮ ДВУХ
неизвестных через третье. Выразим х и у через 2: у= -22,
х = -(1/2):.

Положив теперь, например, г=-2, найдем х и у: х=1, у=4.
Вектор т = а+ 4 Ь- 2 с - один из ненулевых векторов, перпен-
дикулярных плоскости а.

-Р -5 -Ъ -І-

Аналогично будем искать ненулевой вектор п = 2а+ и Ь+ 0 с ,
-Ъ -Э

перпендикулярный плоскости В : ЅС- п = 0 = 0;

(2- гр3, ив, гг] = 0,
ЬТІ _д+ иЬ_+ од] = 0,

Ь- чаені
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так тго
±=-іи, о=-2и.2

-Ф -І -Ъ -ў

Можновзятьи = -2.Тогда 0 = 4, г= 1,такчто п = а-2Ь+4 с.
-'Р

(Выражение для вектора п можно было получить из выражения
-Ъ

для вектора т, заметив, что условие, задающее плоскость В,
получается из условия, задающего плоскость 0., перестановкой
точек В и С.)

Теперь вычисляем совср:

зі 2!-І,
«Ъ ~І› І. Ф Ф Ф

=[а+4Ь-2с)[а-2Ь+4с)= -3,

2-›= -› -Ь- -› _ -›= _ З -1
|т| \/[а+4Ь 2с] -~/Ё, |п| ~/Ё,совср----РЧ/В-5.

Таким образом, ар = агссовё.

Упражнения
І. В параллелограмме АВСО точка К - середина стороны ВС, а точка М

- середина стороны АВ. Найдите АО, если АК=6, АМ=З н 4КАМ=б0°.
2. В правильном тетраэдре АВСО отрезок МН соединяет середину ребра

АС с центром грани ВОС, а точка Е - середина ребра АВ. Найдите угол
между прямыми ММ и ОЕ.

3. В основании треугольной призмы лежит равнобедренный прямоуголь-
ный треугольник АВС, длины катетов АВ и АС которого равны О. . Боковые
ребра АА', ВВ', СС' образуют с плоскостью основания углы в 60". а
диагональ ВС' боковой грани СВВ'С' перпендикулярна ребру АС. Най-
дите объем призмы, если длина диагонали ВС' равна а 6.

4. В правильной треугольной призме АВСА,В,С, длина стороны основа-
ния равна а. длина бокового ребра равна а/2 . Точка В является ортогональ-
ной проекцией середины ребра А,С,° на плоскость АВ,С, а точка Е -
ортогональной проекцией точки О на плоскость АА,В,В. Найдите объем
пирамиды А,В,ВЕ .

5. Сторона основания АВСО правильной пирамиды ЅАВСВ имеет длину
а, боковое ребро - длину 2а. Рассматриваются отрезки с концами на
диагонали ВВ основания и боковом ребре ЗС, параллельные плоскости
ЅАО.

а) Один из этих отрезков проведен через точку М диагонали ВВ такую,
что ОМ:ВВ=1:3. Найдите его длину.

6) Найдите наименьшую длину всех рассматриваемых отрезков.



ИЗ ГЕОМЕТРИИ ТЕТРАЭДРА

В.Матизен, В.Дубровский

В этой статье речь пойдет главным образом о признаках
принадлежности тетраэдра к тому или другому классу. Примеры
ТЗ!-СНК КЛЗССОВ _ ПРЗВНЛЬІІЬІЕ ТРЕУГОЛЬНЬІЕ ПНРЗМИДЬІ И ПР3.ВНЛЬ'

ные тетраэдры, которые можно считать аиалогами, соответствен-
но, равнобедренных и равносторонних треугольников. Но в
отличие от планиметрии, где можно назвать еще разве что
прямоугольные треугольиики, в стереометрии интересные клас-
сы тетраэдров этим отнюдь не исчерпываются. О двух таких
классах неоднократно рассказывалось в <Кванте›: это классы
равиогранных и каркасных тетраэдров. В класс равиогранных
тетраэдров входят тетраэдры, все грани которых равны между
собой. В класс каркасных тетраэдров - тетраэдры, все ребра
которых касаются некоторой сферы.

ОРТОЦЕНТРИЧЕСКИЙ ТЕГРАЭДР
В отличие от треугольника, высоты которого всегда пересека-

ются в одной точке - ортоцентре, не всякий тетраэдр обладает
аналогичным свойством (рис.1 ). Тетраэдр. высоты которого

пересекаются в одной точке, назы-
й " __ _ 5,” вается ортоцентрическим. Мы на-

чнем изучение ортоцентрических тет-
раэдров с необходимых и достаточ-
ных условий ортоцентричности,
каждое из них можно принять за

В определение ортоцентрического тет-
- ~ ее раздра-
Рис_, Итак, мы докажем эквивалент-

ностьследующих свойств тетраэдра:
01. Высоты тетраэдра пересекаются в одной точке.
02. Основания высот тетраэдра являются ортоцентрами

граней.
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ОЗ. Каждые два противоположных ребра тетраэдра перпен-
дикулярны.

04. Суммы квадратов противоположных ребер тетраэдра
равны.

05. Отрезки, соединяющие середины противоположных ре-
бер тетраэдра, равны (эти отрезки называются бимедианами).

Об. Произведения косинусов противоположных двугранных
углов равны.

О7. Сумма квадратов площадей граней вчетверо меньше
суммы квадратов произведений противоположных ребер.

Обозначнм через а, Ь, с, а,, 13
Ь,, с, ребра тетраэдра АВСО
(а=ВС, а, =ВА, Ь=СА, ...;
рис. 2), через та, ть, тс - С, аі
бимеднаны (та соединяет сере-
дины ребер а и а, и т.д.); те же ЬА
буквы обозначают длины соот- зі
ветствуюших отрезков - из кон- С`7 ў14
текста будет ясно, что имеется в а С
виду - отрезок или его длина.
Величины двугранных углов тет- В
раэдра при ребрах а, Ь, обоз- Рис.2
начим так: д, Ь, Сначала
рассмотрим тетраэдр, который является ортоцентрическим
как бы <иаполовину›, а именно, докажем равносильность сле-
дующих условий:

О1°. Высоты АА, и ВВ, пересекаются.
02°. Точка О, (проекция вершины В на грань АВС) лежит на

высоте грани АВС, проведенной из вершины А Ґили на ее
продолжении).

ОЗ°. Ребра ВС и АО (а и а,) перпендикулярны.
О4°. Бимедианы ть и тс равны.
О5°. Ь* +__ЬЁ = 92 + сї.
О6'. совЬ-совЬ, = совЕ~совЕ,. .
Установить, что О1°<=› О2°<:э ОЗ°, совсем легко: проектируя

прямые АА, и АВ на грань АВС, мы из теоремы о трех
перпенднкулярах получим, что каждое из этих трех утвержде-
ний эквивалентно перпендикулярности прямых АВ, и ВС (или,
возможно, совпадению точек В, и А).

Теперь докажем, что О3°<=:› О4°<=› О5°. Заметим, что каж-
дые две бимеднаны являются диагоналями параллелограмма
(рис. 3), стороны которого, будучи средними линиями граней,
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параллельны двум противоположным ребрам тетраэдра и рав-
ны по длине половинам этих ребер. Условия ОЗ° и О4°, т.е.
аіа, и тд = тс, равносильны тому, что соответствующий па-
раллелограмм - прямоугольник. Запишем для двух других
аналогичных параллелограммов известное равенство паралле-
лограмма (сумма квадратов сторон равна сумме квадратов
диагоналей): Ь* + Ь? = 2(тЁ + тї), с2 + сї = 2(тЁ + ті). Из этих
равенств сразу следует, что О4°<:::› О5°.

В

А
а,/2

а

Рис.3 Рис.4

А

М
-чи_, 2*

Для доказательства того, что О6°<=> О1°, рассмотрим точки Р
и Р* пересечения плоскостей АОВ, и АВА, с прямой ВС.
Отношение 1г(Р) = ВР:РС равно отношению ЅАдІд:Ѕ,щС площа-
дей треугольннков АЦВ и АДС (рис. 4). А так как эти
треугольиики являются проекциями граней АБВ и АВС на
плоскость АВС, для Іг(Р) получаем:

на _ вы . .
Ѕиос сов Ь

(Чтобы охватить и случай, когда угол Ь или угол Е - тупой,
будем под Іг(Р) понимать отношение направленных отрезков:
ВР = Іє(Р) - Р_С . Для точки Р' справедлива аналогичная формула:

ь<т›~› = Щ ~ 555%Ѕддс совс,
Условие О1° эквивалентно совпадению точек Р и Р' или равен-
ству 1г(Р) = 1г(Р'), которое леп<о превратить в Об°.

Из равносильности свойств О1°-О6° моментально следует
равносильность О1-Об. Заминка может возникнуть только,
когда мы будем выводить О1 из какого-либо другого признака
ортоцентричности, Из каждого из свойств 02- 06 получается
лишь, что для любой пары высот выполняется свойство О1° (т.е.
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любые две высоты пересекаются). Но отсюда уже следует О1,
потому что, как легко видеть, несколько попарно пересекающнх-
ся прямых, не лежащих в одной плоскости, всегда пересекаются
в одной точке.

Остается еще условие О7 . Заметим, что если два противопо-
ложных ребра тетраэдра перпендикулярны, то их произведение,
очевидно, равно учетверенной площади параллелограмма с вер-
шинами в серединах остальных ребер; если же два противополож-
ных ребра не перпендикулярны, то их произведение больше этой
величины. Поэтому эквивалентность ОЗ и О7 следует из утвер-
ждения задачи М1070 «Задачника <Кванта›, согласно которому
сумма квадратов площадей граней тетраэдра вчетверо больше
суммы квадратов площадей трех таких параллелограммов.

Условия О1, О2, ОЗ можно заменить на формально более
слабые. Докажите, что

1. В О2 можно ограничиться только одной высотой, в ОЗ -
двумя парами противоположных ребер, а в О1 потребовать,
чтобы одна из высот пересекалась с двумя другими.

Еще несколько свойств ортоцентрического тетраэдра связаны
с общими перпендикулярами его скрещивающихся ребер. По
аналопш с бимедианами мы будем называть их бивысотами.
Докажите, что

2. Если каждая бивысота пересекается с одной из высот
тетраэдра, то он ортоцентрический.

3. В ортоцентрическом тетраэдре бивысоты пересекаются
в одной точке (в ортоцентре).

А что можно сказать о тетраэдре, бивысоты которого пересека-
ются в одной точке? Верно ли, что он будет ортоцентрическим?

Некоторые свойства ортоцентрического тетраэдра удобно до-
казывать

С ПОМОЩЫО СКАЛЯРНОГО ПРОІІЗВЕДЕНИЯ
Зададим направления на ребрах и бимедианах тетраэдра

АВСО , как показано на рисунке 5; прлучившиеся векторы будем
обозначать теми же буквами: Е = ВС, Е, = ВА и т.д. Выпишем
несколько полезных тождеств, справедливых для любых четы-
рех точек А, В, С, О:

г~г,+Б~Б,+г-г,=о; (1)
гид,-=Е›;-Б=г,+г; (2)

ті:-т:=ї:_-51; (З)
25-Е,=Ь2+Ь?-а2-аг; (4)

4т:=Ь2+Ь?+с2+сг-аг-аї. (5)
109



В Доказательства этих тождеств сво-
дятся к несложным алгебраическим
преобразованиям, и мы оставляем

_ _ их читателям. Вот два примера гео-
С1 а* метрических следствий этих тож-

А ~. десгв: из (1) вытекает, что высоты
С А треугольника пересекаются в одной

д точке (возьмите в качестве В точку
5 пересечения двух высот треуголь-

В ника АВС): из (3), (4) и (5) -
Рис.5 равносильность условий ОЗ, О4 и

О5 ортоцентричности тетраэдра. Другие примеры можно найти
среди следующих задач.

Докажите, что
4. Каждое из следующих утверждений можно взять за

определение_;ор_тоцентрического тетраэдра:
а) Е-5, =Ь-ЬІ =Е-Е1,
6) углы ме_жду противоположными ребрами равны,
в) Е, -ЬІ = Ь, -Е, = Е, -5,.
5. В ортоцентрическом тетраэдре плоские углы при трех

вершинах острые, а при четвертой -- либо все острые, либо все
тупые, либо все прямые, при этом все двугранные углы при
четвертой вершине - либо все острые, либо все тупые, либо
все прямые, а двугранные углы при остальных вершинах -
острые.

6. Если ЕР - общий перпендикуляр ребер АВ и ВС ортоцен-
трического тетраэдра АВСО ( Е ЄАЭ, Р ЄВС ), то

гг* = /Ґв є_Ь+ в_г- 15_с.
ОПИСАННЬІЙ ПАРАГІЛЕЛЕПИПЕД

Проведем через каждое ребро тетраэдра плоскость. параллель-
ную противоположному ребру. Эти плоскости ограничивают так
называемый описанный параллелепипед тетраэдра (рис. 6).
Некоторые свойства тетраэдра становятся более наглядными,
если переформулировать их для параллелепипеда. Например,
каждое из определений ОЗ, О4, О5 ортоцентрического тетраэд-
ра равносильно тому, что

ОВ. Ребра описанного параллелепипеда равны,
т.е. все его грани -- ромбы. (Для доказательства надо только
заметить, что ребра тетраэдра - это диагонали граней пара.лле-
лепипеда, а бимеднаны тетраэдра равны и параллельны ребрам
параллелепипеда, - рис. 6.) Условие же равенства всех граней
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описанного параллелепипеда (а тем
самым и его ребер) характеризует
правильные треугольные пирамиды.
Еще один вид тетраэдров - равног-
ранные - можно определить так: их
описанные параллелепипеды - пря-
моугольные. Кстати, сейчас мы смо-
жем дать отрицательный ответ на
вопрос, поставленный в конце перво-
го раздела: тетраэдр, бивысоты кото- ршдд
рого пересекаются в одной точке, не
обязательно ортоцентрический. Равногранный тетраэдр тоже
обладает этим свойством, поскольку бивысоты равногранного
тетраэдра совпадают с бимедианами и пересекаются в центре его
описанного параллелепипеда. Еще один пример можно получить
из прямого параллелепипеда, в основании которого ромб, - у
соответствующего тетраэдра два противоположных ребра пер-
пендикулярны, а остальные равны.

Другие примеры тетраэдров, у которых бивысоты пересека-
лись бы в одной точке, нам не известны. Также неизвестно, есть
ли какие-либо общие условия, при которых это свойство выпол-
няется. Возможно, их найдут читатели.

Докажите, что
7. Между элементами тетраэдра и элементами его описан-

ного параллелепипеда имеются следующие соотношения:
а) высоты параллелепипеда равны бивысотам тетраэдра,
б) объем параллелепипеда втрое больше объема тетраэдра,
в) диагонали параллелепипеда пересекают грани тетраэдра

в их центрах тяжести и делятся ими в отношении 2:1, считая
от конца, совпадающего с вершиной тетраэдра;

8. Если АВСО - ортоцентрический тетраэдр, Н - его
ортоцентр, О и В - центр и радиус описанной около этого
тетраэдра сферы, т - длина бимеднаны, то:

а) перпендикуляр, опущенный на грань ВС0 из вершины
описанного параллелепипеда, противоположной А, проходит
через О;

6) точки О и Н симметричны относительно центра тяжести
тетраэдра;

ь) он = 4:2* -зт*;
г) середины ребер и основания бивысот тетраэдра лежат на

одной сфере;
д) центры тяжести и ортоцентры граней лежат на одной

сфере.
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ИІ-ІЦЕНТРИЧЕСКИЕ ТЕТРАЭДРЬІ
Отрезки, соединяющие Центры тяжести граней тетраэдра с

противоположными вершинами (смедианы тетраэдра›), всегда
пересекаются в одной точке (эта точка - центр тяжести тетра-
эдра). Если в этом условии заменить центры тяжести граней на
ортоцентры граней, то оно превратится в новое определение
ортоцентрического тетраэдра (проверьте!). Если же заменить их
на центры вписанных в грани окружностей, называемые иногда
инцентрами, мы получим определение нового класса так назы-
ваемых инцентрических тетраэдров.

Признаки класса инцентрических тетраэдров тоже довольно
интересны:

И 1. Отрезки, соединяющие вершины тетраэдра с центрами
окружностей, вписанных в противоположные грани, пересека-
ются в одной точке.

И2. Биссектрисы углов двух граней, проведенные к общему
ребру этих граней, имеют общее основание.

ИЗ. Произведения длин противоположных ребер равны.
И4. Треугольник, образованный вторыми точками пересече-

ния трех ребер, выходящих из одной вершины, с любой сферой,
проходящей через три конца этих ре-

Ё бер, являетсяравносторонним (рис. 7).
Й Проверка эквивалентности этих усло-
/_9 вий не сложна, и мы оставляем ее чита-

телям, ограничившись только одним ука-
, занием: для любого тетраэдра стороны
/ треугольника, о котором говорится в

условии И4. пропорциональны произ-
ведениям противоположных ребер тет-

рис? раэдра-
Докажите еще два свойства инцентри-

ЧЕСКИХ ТЕТРЗЭДРОВ И ВЫЯСНИТЕ, МОЖНО ЛИ ПРИНЯТЬ ИХ За ОПРЕДЕ-
ЛЕНИЯ ЭТОГО КЛЗССЗІ

9. Косинус угла между одной парой противоположных ребер
тетраэдра равен сумме косинусов двух углов между двумя
другими парами его противоположных ребер.

10. Прямые, по которым плоскости трех граней тетраэдра
пересекаются с плоскостью, касающейся его описанной сферы в
общей вершине этих граней, образуют друг с другом углы по б0°.

СОРАЗМЕРНЬІЕ ТЕГРАЭДРЬІ
Последний класс тетраэдров, с которым мы хотим познакомить

читателей, - это класс соразмерных тетраэдров. Соразмерны-
ми мы называем тетраэдры, у которых
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С 1. Бивысоты равны.
Это определение можно заменить любым из следующих:
С2, Проекция тетраэдра на плоскость, перпендикулярную

любой бимедиане, есть ромб.
СЗ. Грани описанного параллелепипеда равновелики.
стан:-<ь=+ь5-г-ет=ал:-<г,,5-г-а:›2авг:-<г,..,=-е-е›*,

где а и аі, Ь и ЬІ, с и с, ~ длины противоположных ребер.
Для доказательства эквивалентности определений С 1 - С4

достаточно заметить, что бивысоты тетраэдра равны высотам
параллелограмма, являющегося его проекцией, упомннавшейся
в С2, и высотам описанного параллелепипеда и что квадрат
площади грани параллелепипеда, содержащей, скажем, ребро с,
равен (с2с' - (Е - Е,)2/ 4, а скалярное произведение Е -Е, выража-
ется через ребра тетраэдра по формуле (4).

Добавим сюда еще два легко доказываемых условия соразмер-
ности:

С5. Для каждой пары противоположных ребер тетраэдра
плоскости, проведенные через одно из них и середину второго,
перпендикулярны.

Сб. В описанный параллелепипед соразмерного тетраэдра
можно вписать сферу.

ПЕРЕОЕЧЕНИЅІ КЛАССОВ. ПРАВИЛЬНЬІЕ ПИРАНИДЬІ
Мы рассмотрели три класса тетраэдров. Про каждый из них

можно сказать, что он определяется двумя равенствами (см. 05,
ИЗ, С4). Также двумя равенствами (а+ а, = Ь+ Ь, = с+ с,) опре-
деляются упомянутые в начале статьи каркасные тетраэдры.
Равногранньге же тетраэдры определяются тремя равенствами
(а = аі, Ь = ЬІ, с = с,). а хорошо знакомые всем правильные
треугольные пирамиды определяются четырьмя равенствами
(а = Ь = с, а, = Ь, = с, ). У правильного тетраэдра все ребра равны
- пять равенств. Можно ли получить какие-то новые виды
тетраэдров, пересекая названные классы? К сожалению, нет.

Докажите, что
11. Равногранные тетраэдры в пересечении с любым другим

классом дают правильные тетраэдры, а пересечение любого
набора из остальных шести классов - правильные пирамиды.

12. Каждое из следующих условий, за исключением одного
(какого?) определяет правильную пирамиду:

1) АВ: ВС= СА, 4ОАВ= ДВВС= АОСА
(здесь треугольник АВС - основание, точка О * вершина
пирамиды).
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2) существует сфера, касающаяся сторон основания в их
серединах и проходящая через середины боковых ребер;

существует сфера, касающаяся боковых граней е их
З) центрах тяжести,
4) центрах вписанных окружностей,
5) центрах описанных окружностей,
6) ортоцентрах.

КОІ-ІКУРСНЬІЕ ЗДДАЧИ

ДЛЯ ТЕХ, КТО ҐОТОВИТСЯ К ПОСТУПЛЕНИЮ В ВУЗ, МЫ ПРЕДЛЗГЗЕМ
НЕСКОЛЬКО ЗЗДЗЧ ПРИЕМНЫХ ЭКЗЗМЕНОВ РЗЗНЫХ ЛЕТ На МЕХ31'1ИК0'
математический факультет и факультет вычислительной матема-
тики и кибернетики МГУ (формулировки незначительно измене-
ны). Все эт задачи прямо или косвенно связаны с темой нашей
СТЗТЬИ.

13. В тетраэдре ЅАВС известны плоские углы при вершииеЅ: 4В.Ѕ`С = 90° ,
4А$С= 4А.Ѕ`В= б0°. Вершины А, .Ѕ` и середины ребер ЅВ , ЅС, АВ, АС
лежат на сфере радиусом 3. Докажите, что ребро ЅА - ее диаметр и
найдите обьем тетраэдра.

14. В тетраэдре ЅАВС середины всех ребер лежат на сфере радиусом
2, АВ = З, АС = 4. Ребро ЅА перпендикулярно плоскости АВС. Найдите
обьем пирамиды.

15. В тетраэдре АВСО ребра АВ и СО перпендикулярны, а ребра АС и
ВІ) перпендикулярны и равны между собой. Все ребра касаются некото-
рого шара. Найдите его радиус, если ВС = а.

16. В пирамиде ЅАВС произведения длин ребер, выходящих из каждой
вершины. равны одному и тому же числу. Величина угла между ребрам ЅА
и основанием АВС равна агсвіп 4/Ш , а расстояние между ребрами ЅА и
АВ равно 1. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды, если
известно, что она не менее 4, а ЗЅАІ + ЅС2 = 3532.

17. В п цде ЅАВС площадь грани АЅВ равна 3-15/ 4, угол ВСЅ равен
агс±3 7, АЅ = ЅВ и ЅС -АС = 20. Известно, что перпендикулярны
к граням, восставлепные из центров вписанных в них окружностей,
пересекаются в одной точке. Найдите обьем пирамиды.



ТЕОРЕМА О ТРЕХ СИНУСАХ

- И.Ггбович

Во многих стереометрических задачах часто приходится опре-
делять угол между прямой и плоскостью. Это удобно делать с
помощью теоремы о трех синусах, которую вы узнаете, если
решите следующую задачу.

Задача 1. В одной из граней двугранного угла величиной а
проведена прямая, составляющая с ребром этого угла угол В.
Определите угол, который эта прямая образует с другой
гранью.

Решеште. Пусть ААВС - ли-
нейный угол данного двугранного
угла, равный а (рис. 1) и пусть
4АВВ= В. Опустим перпендику-
ляр АС на другую грань угла; Ё
тогда ААОС - искомый. Обозна- В 5

Ччим ААІЭС через у и положим
АВ = х. Треугольник АВО - пря- В
моугольный, поэтому АВ = хвіп|З.
Треугольник АВС тоже прямо- РИС-7
угольный, поэтому АС = АВвіпа =
= хвіпавіпр. Наконец, из треугольника АВС находим, что
АС = хвіпу. Итак,

віпу = віпавіпр.
Это и есть теорема о трех синусах, которой посвящена эта

СТЕІТЬЯ. ВОТ Как Она ПРИМЕНЯЕТСЯ В РЕШЕНИИ ЗЗДЗЧ.

Задача 2. В правильной треугольной призме АВСА,В,С,
основание равно высоте. Найдите угол между диагональю АВ,
и плоскостью АА,С,С.

Решение. Двугранный угол при ребре АА, равен - ис. 2).
65.0111

:РЬ›¦=1/"\
-'ПДиагональ АВ, составляет с ребром АА, угол, равныи - Пусть
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Рис.2 Рис_3

7 - величина искомого угла. Тогда по теореме о трех синусах

віпу =віп%віп%= =
. 6Итак, у = агсвтп-`€-_-.

Вот задача посложнее.
Задача 3. Угол между плоскостью квадрата АВСО и некото-

рой плоскостью т равен а, а угол между стороной АВ и той
же плоскостью равен |3. Найдите угол между стороной АВ и
плоскостью т.

Решение. Будем считать, что вершина А квадрата лежит на
ребре рассматриваемого двугранного угла - см. рисунок 3.
Углы ВРВ, и ОЕВ, - линейные углы этого двугранного угла:
ДВРВ, = 4050, = а. Отрезки АВ, и АО, - проекшаи сторон
АВ и АВ на плоскость т. Согласно условию, 4ВАВ, = 13.

Пусть АВАР = єр и ДОАВ, = 7. По теореме о трех синусах
. . . . віпВв1пВ = втпавтпср, откуда вннр = Ё. Следовательно,

- 2ф вт _ .сов<р= 1 _ ,В -Ѕідд,/в1п2а-в1п2|3=
вгп а

=Ѕі:Щ `/1: <=;›Ѕ2ч 1- СЁЅ21* _ яда ,/еще + ;з)Ѕтп(а- та) .

Очевидно, что 1ПАЕ= 90°-ср. Поэтому из теоремы о трех
СИНУСЗХ СЛЕДУЕТ

віпу = віпавіп(90°-гр) = віпасовф = ,1віп(а + |3)віп(а - В) .

Итак, __ __ _ __ Г _

у = агсзіп `/віп(а + |3)віп(а - В) .
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Задача 5. Стороны АВ и АС Р
равностороннего треугольника
расположены соответственно в В А М
гранях Р и О острого двугранно- тд-' “ ' “
го угла (р. Сторона АВ образует
с ребром двугранного угла ост- М . О С О
рый угол а. Найдите величину ~ с
угла между плоскостью АВС и Рис.4
гранью О.

Решение. Сделаем чертеж - рисунок 4. Вершина А равнос-
тороннего треугольника принадлежит ребру ММ, стороны АВ
и АС лежат в гранях Р и О; согласно условию, АВАМ = а.
Проведем ВО.І.О и соединим точки О и А. Обозначнм 4ВАО
через (р, а через ш обозначим искомый угол, который плос-
кость АВС образует с О.

Применив дважды теорему о трех синусах, получаем
віпу = віпсрвіпа

и
віпу = віпсввіпё.

Итак, 2
віпш = -віпсрвіпа,,/5и

. 2 _ _
(І) = ЗГСЅІП --ЅІПФЅІПСІ .Ка 1

Надеюсь, что теорема о трех синусах окажется полезной вам
при подготовке к вступительным экзаменам. В заключение -
еще несколько задач.

Упражнения
1. Катет равнобедренного прямоугольного треугольника наклонен к

плоскости а, проходящей через гипотенузу, под углом 30'_ Докажите, что
угол между плоскостью а и плоскостью треугольника равен 45' _

2. Сторона АВ ромба АВСО с тупым углом 120' лежит в некоторой
плоскости т составляющей с плоскостью ромба угол 45'. Площадь ромба
равна 72-\/Ё _ Определите расстояние от стороны СВ до плоскости т и
угол, которой составляет большая диагональ ромба с этой же плоскостью.

3. Прямая АВ параллельна плоскости т _ Прямая СО пересекает прямую
АВ под углом а нобразуетс плоскостью 1: угол Ф _ Определите угол между
плоскостью т н плоскостью, в которой лежат прямые АВ и СВ.

4. В нрямоугольном треугольнике через биссектрису прямого угла прове-
дена плоскость, которая составляет с плоскостью треугольника угол а.
Какие углы эта плоскость составляет с катетами треугольника?

5. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, сторона основания
которой равна а н образует с боковой гранью угол а.



ПИРАМИДА И СФЕРА

Ю. Сидоров

На приемных экзаменах в институтах часто встречаются
зада=ш, в которых речь идет о некотором расположении сферы
(или нескольких сфер) относительно пирамиды. Решения таких
задач основаны, по существу, на следующих трех фактах:

1) если плоскость Ґили прямая) касается сферы, то рассто-
яние от центра сферы до этой плоскости Ґ или прямой) равно
радиусу сферы;

2) если сфера касается двух пересекающшсся плоскостей, то
центр сферы лежит в биссекторной плоскости двугранного
угла, образованного этими плоскостями;

З) если пирамида описана вокруг сферы, то

1/=%г.Ѕ`, (1)

где г - радиус сферы, У и Ѕ - объем и полная поверхность
пирамиды.

Эти фактът известны каждому абитуриенту из школьного курса
математики. Но в математике мало просто знать формулировки
теорем - важно понимать эти теоремы и уметь применять их для
решения задач.

Как правило, задачи, предлагаемые на вступительных экзаме-
нах, формулируются просто, и большинство абитуриентов доста-
точно быстро находят какой-нибудь путь к решению. Но часто
выбранный способ оказывается очень сложным и громоздким,
требует длинных выкладок. Таким «формально-вычислителы
ным» методом иногда очень трудно получтъ окончательный
результат. Для каждой задачи нужно постараться на.йти как
можно более короткое и <изящное› решение.

Иногда и на устном экзамене абъггуриенту предлагают не
решить задачу, а лишь указать путь решения, проверяя тем
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самым, насколько абитуриент ориентируется в данном разделе
теории.

В этой статье мы и рассмотрим задачи, в которых использова-
ние несложных геометрических соображений помогает найти
простое и красивое решение.

Задача 1. Внутри правильного тетраэдра с ребром а распо-
ложены четыре равные сферы так, что каждая сфера касается
трех других сфер и трех граней тетраэдра. Найдите радиус
этих сфер.

Решеъше. Пусть АВСО - данный тетраэдр, О - центр
вписанной в него сферы, т - радиус этой сферы; М, Н, К, Ь -
центры данных сфер, их радиус мы обозначим через х.

Тетраэдр МЫКЬ - правильный, так как каждое его ребро
равно 2х. Грани тетраэдра ММКІ. параллельны граням тетраэд-
ра АВСО (докажите!). а точка О удалена от каждой грани
тетраэдра ММК1. на расстояние г - х. Следовательно, точка О
является центром сферы, вписанной в тетраэдр ММКЬ, и радиус
этой сферы равен г - х.

Используя выражения для объема и полной поверхности
правильного тетраэдра через его ребро, по формуле (1) находим

е х м/Ё аҐ ї`7Е,Т І 7ё,І 1+`/Б

Задача 2. Ребро правильного тетраэдра АВСО равно а.
Найдите радиус сферы, вписанной в трехгранный угол, образо-
ванный гранями тетраэдра с вершиной в точке А, и касающей-
ся плоскости, проведенной через середины ребер АВ, АВ и ВС.

Решение. Заметим, что искомый радиус г равен радиусу любой
сферы, касающейся граней АВС, АСВ и данной секущей плос-
кости (рис. 1). потому что ВН =
=НС, АСІІЕРІІОН, и надо лишь
вписать сферу в призму, а затем
пододвинуть ее к плоскости АБВ.
Расположим центр одной из таких І-Н
сфер в плоскости, проходящей *Т
через ребро ВВ и перпендикуляр- ,її-*
ной к ребру АС. Радиус этой сфе- ' - її* _
ры равен радиусу окрущїги, С
вписанноивтреугольник ,у р
которого

_а _ _Ы5_1<~-2,м~_1<м_ 4 . Рим
119



Используя выражение для радиуса вписанной в треугольник
окружности через его площадь и полупериметр, находим

,и..25Ш«~и_а(`/54)“кЫ+2м~ 4,/5 '
Задача 3. Сторона основания правильной треугольной пира-

миды равна а, боковое ребро пирамиды равно Ь. Найдите
радиус сферы, касающейся всех ребер пирамиды.

Решение. Пусть ЅК - высота данной пирамиды (рис. 2), О -
Центр сферы, ОМ.І_ВЅ, ОМ = ОВ = г.

Замепім, что ВМ = ВВ = а/2 , как две касательные к сфере,
проведенные из точки В. Из подобия треугольников ЅОМ и
ЅВК находим ( )

О"
от

(доп-Ь

доҐ_5М.ВК_ -Ё `_= а(2Ь-а)
Ѕк , _ 2~}зь”- *'1/Ь -а а

Задача 4. В данную правильную усеченную треугольную
пирамиду с боковым ребром Ь можно поместить сферу, касаю-
щуюся всех граней, и сферу, касающуюся всех ребер. Найдите
стороны основания пирамиды.

Решение. Пусть Р и Н - центры оснований данной усеченной
пирамиды, ВВ. - ее апофема (рис.З). Обозначнм стороны
оснований через х и у. Из трапешаи АА,В,В находим

00? = Ь* -%(1-у)2-

ІЧ

Сфера, вписанная в пирамиду, касается оснований пирами-
ды в точках Р, Н и касается апофемы ВЦ (докажитеі).

А1 Ц у . Ст

,М Ь

с ъ ' В -4 _. ' С
1)

Рис.2 Рис.З

І 20



Следовательно,

00. = Р:›+ на - 7-222,

Ь*-их-у›*=,15(х+у›*. <2›
В сечении сферы, касающейся всех ребер пирамиды, гранью

ВВ.С,С получается окружность, вписанная в трапецию ВВ,С.С .
Значит, + В|с| = ВВ| + ССП

откуда

1 + у = 2ь. (з)
Решая систему уравнений (2) и (3), находим

,=,(,,,@],
Задача 5. Центр сферы, описанной около правильной четы-

рехугольной пирамиды, находится на расстоянии а от боковой
грани и на расстоянии Ь от бокового ребра. Найдите радиус
сферы.

Решение. Пусть О - центр сферы, описанной около пирами-
ды ЅАВСО (рис.-4). ОЅ = ОА = В - радиус этой сферы, ЅК -
высота пирамиды. Проведем .Ѕ`І..І.ВС , ОМ.І.ЅІ., О1\!_І.АЅ . По
условию задачи ОМ = а, ОМ = Ь (докажите!).

Так как АЅОМИАЅКЬ и 5
АЅОМ ИААЅК , то -

0 =_К_Ё-_
Йк2_д2 $К'

ь _м<_,/їкі. «
]д:_ь2 ЅК" ЅК ' ' _ ›

Отсюда находим __ _ С
Ь _ Л Ад

= -аь и.К '°°"
Задача 6. В правильной треугольной пирамиде АВСО сторо-

на основания АВС равна Ь, а высота пирамиды равна Ь-\/Ё.
Сфера, вписанная в пирамиду, касается грани АСВ в точке К.
Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей
через точку К и ребро АВ.
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Решение. Пусть ВО - высота пирамиды (рис.5). Точка К
лежит на высоте 01. треугольника АСВ (дока›ките!). Сечением
пирамиды данной плоскостью является равнобедренный треу-
гольник АВМ (докажите!). Найдем его боковую сторону АМ .

Обозначнм АСАМ через сх, ААСМ через В. Заметим, что
д ЬК = 1.0 = Ь/(Ъ/5) как две каса-

тельные к вписанной в пирамиду
сфере, проведенные из точки І.
(докажите!). Значит,

±3а=%=%,а=%.

Из прямоугольного треугольни-
В ка ОВЬ находим

Ґ Ё о1.=,/002 о1З= ЅЬ.+ її

зіИ

'- -113-.і
"Ъ*

\,›З съ

А Следовательно,
Рис.5 “вв = =

Теперь из треугольника АСМ по теореме синусов получаем

АМ_Ьзіп|3_ Ь __,_ 5Ь_
зіп(а + В) віпасі:3|З + сова 3.`/Ё '

Наконец, находим площадь равнобедренного треугольника
АВМ:

_1 _1 -_~/219Ѕ-2/1В\/›АМ7 41152- 36 Ь2.

Задача 7. Ребро правильного тетраэдра АВСВ равно а. На
ребрах АВ и СВ расположены соответственно точки Е и Р.
Прямая ЕР пересекает описанную около тетраэдра сферу в
точках М и М так, что МЕ : ЕР : РМ = З : 12 : 4 . Найдите
длину ЕР.

Решение. Обозначнм ЕР через х, РС через у, ВЕ через 2
(рис. 6). Найдем соотношение между х, у, 2 и а.

Из точки Р опустим перпендикуляр РІ. на плоскость треуголь-
ника АВС. Так как тетраэдр правильный, то точка І. лежит на
высоте СК треугольника АВС.

Из прямо/угольного треугольника СРЬ, учитывая, что 4КСО=
= агссо$1/ 3 (проверьте! ). находим

Лс1.=%, г1,=%-.
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та1<1<а1<к1.=кс-с1.=$-
-ў%,аКЕ=--,тона ~

прямоугольного треугольника _
КЬЕ получаем ЕЬ2 = КЬ2 + КЕ2=
=а2 +%у2 +22 - ау - аг.

Теперь из прямоугольного треу- С
гольника ЕРЬ находим ЕР* = . _от + Ее.

х2=а2-у(а-у)-2(а-2). (4) ч

Последнее соотношение само по
себе достатощю интересно и мо-
жет быть испольэовано при решении других задач.

Рассмотрим плоскость, проходящую через прямые ЕР и СО.
Эта плоскость пересекает описанную около тетраэдра сферу по
окружности, которая указана на рисунке 6. Для этой окружности
отрезки ММ и СВ являются хордами, пересекаюшимися в точке
Р. Следовательно, СР~0Р = МР -МР (докажите!), т.е.

у(а-у)=%х2. (5)

Аналопачно, из равенства АБ - ВБ = МЕ - МЕ получаем
г(а-2)=%х2. (6)

ди
Ч

Рис. 6

Из соотношений (4). (5) и (6) находим
2_ 2__і 2_1 2 =_&х -а их Зх ,х Л.

Упражнения
1. Ребро правильного тетраэдра АВСВ равно а. На ребре АВ как на

диаметре построена сфера. Найдите радиус сферы, вписанной в трехгран-
ный угол тетраэдра с вершиной в точке А н касающейся построенной сферы.

2. Внутри правильного тетраэдра АВСО расположены две сферы с
радиусами 28 и ЗК, касающиеся друг друга внешним образом, причем одна
сфера вписана в трехгранный угол тетраэдра с вершиной в точке А, а другая
- в трехгранный угол с вершиной в точке В. Найдите длину ребра этого
тетраэдра.

3. В правильной треугольной пирамиде ЅАВС сторона основания равна а,
высота пирамиды равна ач/З. Точки М, Н и К являются серединами
соответственно боковых ребер АЅ, ВЅ н СЅ. Найдите радиус сферы,
касающейся основания пирамиды и прямых АК, СМ и ВМ.

4. В правильной шестиугольной пирамиде вписанная сфера проходит
через центр описанной. Во сколько раз радиус описанной сферы больше
радиуса вписанной?
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5. Центр шара, вписанного в правильную четырехугольную пирамиду,
находится на расстоянии \/2 от бокового ребра и на расстоянии \/Ё от
стороны основания. Найдите радиус шара.

6. Ребро правильного тетраэдра АВСВ равно а. Найдите радиус сферы,
проходящей через вершины А, В, середину ребра СВ и центр грани АВС .

7. В правильной четырехугольной пирамиде ЅАВСВ сторона основании
АВСО равна Ь, а высота пирамиды равна Сфера, вписанная в эту
пирамиду, касается боковой грани ЅАВ в точке К. Найдите площадь сечения
пирамиды плоскостью, проходящей через точку В и ребро АВ.



ОТВЕТЫ

4Ключ› к решению -- подобные треугольиики

1. +`/Ѕї +,/Ё`;)2. 2. Указание. Воспользуйтесь тем, что радиусы
окружностей, вписанных в треугольиики, отсекаемые касательными,
относятся к К, как периметры этих треугольников к периметру ААВС.

3. 4п. 4. а/с2+Ьс.

Простой ответ в есложнойь задаче

1. Точка Етакова, что ВЕ=\/дг-Ь* . 3. Ь=а`,і-Б-. 4. АС=\Ґ<Ё.

5. ВС = а,,1+ -Ё . 6. ВМ = Всозес(агс$іп%-ЁІІ - соз(%агс$іп = % В.

1. ом = ілм* + вм* - см* = 7. в. химк = аг<:<:±3(<:<›Ѕа).
Теорема Менелая
1.М.Ѕ`:.Ѕ`С=4:3.ЅМ:В.Ѕ`= 1 :6. 2. 1 :З, считая отточкид.
3. 3 : 11, считая от точки В. 4. Указание. Примените теорему Менелая
к треугольнику ВВ,С и прямой А.А,.

5. «Л/12.6. -ЁЁЁЁ-. 1. 5/12. в. з/7.рч+ч+1
Геометрические решения экстремальных геометрических задач
1. ат/Ё/з, 4~/її/з. з. (з/2; о). 4. (а-ь)“/(1в(а+ь)). з. 21,/5/32.
в. 21/в. 1. 4,/5/21. в. агссьзиз .
Метод решения аадашт сс концаь
8. Неверно. Внесите необходимые изменения и докажите полученную
теорему. 9. Следует еще указать на обратимость всех преобразований.
10. Нет.
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Правильное решетше геометрической задачи
1. Возможно любое число решений от 0 до 6. 2. Если АС < АВ, то
искомая сумма расстояний будет наименьшей, когда прямая Ісовпадает

с прямой АВ. Если АС = АВ, то на-
именьшее значение достигается для двух

А прямых: АС иАВ. 3. См. рисунок. Если
0,0, > К, то АМ - искомая прямая;
если 0,0, < К, то АС - искомая пря-
мая; если О,О, =К, то обе прямые АМ

" н АС удовлетворяют условию задачи.
Задача 4. Решение верно лишь в том

М С случае, если угол А острый. Если ДА =
=90°, длина медианы равна ЁВС н не

зависит от формы треугольника. Если АА > 90°, решения не существует.
Задача 5. Результат верен лишь при 4А= 90', т.е. при АН 2 -ВС _ Если2
АН < Ё-ВС, искомый треугольник прямоугольный с пшотенузой ВС.
Задача 6. 45 или 135 . В решении не рассмотрен случай, когда точка
пересечения высот расположена вне треугольника.
Задача 7. 900 и 780. В решении не рассмотрен случай, когда угол СВ'А
тупой.
Вооружнвшись методом координат

11 ЬЩ .Ґ.,11.-Газ. 3 .з.з~/5±~/5.4.5, .3Л.з.а~/5.

6. %\/1345. 7. агссозг.

*Ч доГО

Скалярное умножение векторов
03. 0 . 2а 5~/Ё1. Т. 2.1)2, ЗҐССОЅ-і-Ё-.

4. ВВ=%~.19а' +4Ь*+25г:2-12аЬсоза,ВС=%\Г9а2 +9Ь*+25с2+18аЬсоза.

1 з5. 9а.

Чертеж в геометрической задаче
1. Указание. Рассмотрите отдельно случаи, когда точка О лежит внутри
или вне треугольника АВС; воспользуйтесь теоремой о том, что высоты
треугольника пересекаются в одной точке.

2. ач/2(2-~/З)/2. 3. В|соз2<р|; %Н3зіп*2<р$іп*о$іпа.
Указание. Вычисления проводятся по-разному в зависимости от того,
лежит ли центр описанного шара внутри пирамиды или вне ее.
4. 6/5. Указание. Рассмотрнге два случая: указанные в условии задачи
прямые пересекают стороны параллелограмма или их продолжения.
Убедитесь, что в первом случае чертеж не соответствует условию задачи.
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5. Условию задачи удовлетворяют три шара с радиусами т, =1 (внутрен-
нее касание). тд, = (З± ъ/Ё)/2 (внешнее касание).

в. -4››%.ан*%/(зсьзёї-). 1. -Ёаъда; Ёааде. в. Л/4. 9. (3,/5 +12)/з.
10. (11 +13)/2.

Основные углы в правильной пирамиде
2 З

1. --Ё. 2. %І\14+2~/2 . 3. 1:-агссоЅ(~/Й/4).

4. и\/2зіп%/(бч/сова). 5. Ё? і3<1/(2+і:Ѕ2<1)ш . 6. *йа-2соз.а .
ї

З О.6 С05 -2 За*1. 2 - __ , - ___..
24\/нп(% + %]$іг.(% - Ё] в`І;іп(-Ё + %)зіп(% - Ё)

8. `/Ѕ$іп(%-- -Ё)/(2~/2$іп%). 9. 2агс±3\/2, агс1:32~/2.

пад сова с±32 -75
10. -__ ь - -

адс--(-+в)-0-(-~%)
Внчисленне расстояний н углов

545 ад/Є ад/Ё зя/5 3 а~/Е. а~/Ш1. 2. ЗГССОЅЁ. 3. Т, 4. ЁЕ0 . 5. 3) Т,

Ив геометрии тетраэдра

із. та,/5. 14. 4,/5. 15. ь/(2~/Е). тв. 2,/П. 11. ~/ёї/4.

Теорема о трех синусах

2. 3-»/Ё ; агсзіп%. 3. агсзіп(зіпо/зіпо). 4. агсвіп[%зіпо].
5_ аззіпа _ _

241$іп(а + %)зіп(-Ё - ст)

Пирамида и сфера

1. %(~ІЁ±1). 2. (5~/Ё+~/:Е)к. з. 4. нд. 5. в. -зъїїа.

7. ёёїьї
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